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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT
ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE

PAR Luc ILLUSIE (*)

INTRODUCTION

Ce travail, dont les principaux résultats ont été annoncés dans [36], prolonge l'article de
Bloch [12]. Il comprend deux parties. La première est consacrée à l'étude d'un complexe, le
complexe de De Rham-Witt, qui généralise le complexe des courbes typiques de [12]. Sa
construction, d'après une esquisse de Deligne [2l], est indépendante de [12], et entièrement
élémentaire; elle n'utilise pas de K-théorie. Le complexe de De Rham-Witt est une algèbre
différentielle graduée définie sur tout schéma X de caractéristique p>0 comme quotient du
complexe de De Rham (convenablement complété) de l'anneau des vecteurs de Witt W (9^
par certaines relations. Sa composante de degré 0 est W(Px' et ^ est mum d'opérateurs F
et V prolongeant ceux de W ̂ x et donnant lieu à un formulaire analogue à celui de [12], Les
idéaux différentiels gradués engendrés par lesV"W<î )x définissent sur le complexe de
De Rham-Witt une filtration canonique, dont le gradué associé s'explicite, quand X est lisse
sur une base S parfaite, en termes des modules de différentielles ordinaires Q^/s et de
l'opération de Cartier, par des suites exactes analogues à celles décrivant la structure locale
du complexe des courbes typiques [12]. Ce calcul utilise quelques résultats techniques sur
l'itération de l'opération de Cartier, que nous avons placés dans une section préliminaire, en
même temps que divers rappels sur les vecteurs de Witt et la cohomologie cristalline. Une des
vertus essentielles du complexe de De Rham-Witt est de permettre, pour X lisse sur S parfait,
le calcul de la cohomologie cristalline de X par rapport aux WJS), munie de son
endomorphisme de Frobenius. Nous montrons par ailleurs que, si S est le spectre d'un corps
parfait de caractéristique p>2 et X lisse sur S de dimension <p, le complexe de De Rham-
Witt et le complexe de Bloch sont canoniquement isomorphes. Le formalisme décrit ici
apparaît donc comme une généralisation naturelle — et un enrichissement — de celui
de [12]. Une fois la machine montée, il n'est pas difficile d'étendre, dans la deuxième partie, les
résultats globaux de [12], notamment la suite spectrale des pentes et la comparaison de la

(*) Équipe de recherche associée au C.N.R.S. n° 653.
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502 L. ILLUSIE

cohomologie cristalline à la cohomologie plate, aux schémas propres et lisses sur un corps
parfait de caractéristique p>0 quelconque, sans restriction de dimension. Nous avons
ajouté quelques compléments sur la suite spectrale des pentes, dus essentiellement à
Nygaard ([54], [55]), et sur la torsion du H2 cristallin, en liaison avec les constructions
d'Oda [56]. Ces questions seront reprises dans [37]. Nous espérons aussi pouvoir développer
un jour une variante relative de la théorie présentée ici.

Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à Bloch et Deligne, qui m'ont fourni les
bases de ce travail, et, par de multiples suggestions, m'ont aidé à le mener à bien. Une version
préliminaire avait été exposée dans un cours à Orsay [35], dont je remercie les auditeurs pour
leurs questions. Je remercie également Nygaard, pour un long et stimulant échange de
correspondance, ainsi que Berthelot, Katz, Messing, Milne, Ogus pour de fructueux
entretiens. Enfin, je voudrais remercier tout particulièrement Raynaud, pour l'intérêt
constant qu'il a porté à ce travail depuis son début, et pour les améliorations de rédaction et
les nombreux prolongements qu'il m'a suggérés.
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Conventions et notations

La lettre p désigne un nombre premier fixé.
Les anneaux considérés sont commutatifs (et unitaires), sauf mention du contraire.
Les algèbres différentielles graduées sont supposées à degré ^0, et strictement

anticommutatives [cf. (03.1.1)].
Si L est un faisceau, la notation xeL signifie que x est une section locale de L. On dira

souvent « section » pour « section locale ».
Abréviations et notations usuelles :
adg, algèbre différentielle graduée;
DR, de Rham;
ÛB/A' complexe de De Rham de B/A;
QB=OB/Z;
W(A) (ou WA), anneau des vecteurs de Witt sur A;
W^(A) (ou W^A), anneau des vecteurs de Witt sur A de longueur n;
x=(x, 0, . . . , 0, .. .)eW(A) [ou WJA)],.pour xeA : voir (01.1.7);
a, automorphisme de Frobenius de W(fe) [ou W^(fe)] pour k parfait de car. p;
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504 L. ILLUSIE

W.Qx, pro-complexe de De Rham-Witt de X (11.12);
WQx» complexe de De Rham-Witt de X (11.15);
Fil'W.Û^. Fil'WO^ filtration canonique (13.1);
H"(L)=H"(X, L) (L faisceau ou complexe de faisceaux sur X) (112);
F, V, opérateurs sur le complexe de DR-Witt (I2E);
F ^ p ' V en degré i (I2E), et frobenius de la cohomologie cristalline (II 2 B).

0. — Préliminaires

Cette partie se compose essentiellement de rappels. Le n° 1 résume la théorie classique des
vecteurs de Witt (cf. [65], II, [3], [22], [23], [24], [12], 11, [19] [45]), avec quelques compléments
sur la section de Cartier, les puissances divisées, et la localisation étale, qui seront utiles à
divers endroits des chapitres I et II. En 2.1, nous rappelons la définition et les principales
propriétés des opérations de Cartier C et C~1 , notamment le théorème de Cartier sur la
caractérisation des différentielles localement logarithmiques de degré 1 comme 1-formes
fermées fixes par C. Les développements un peu techniques de 2.2 et 2.3 préparent certains
calculs du chapitre I. En 2.4 et 2.5, nous exposons deux résultats inédits, l'un de Bloch,
généralisant aux formes de degré ^2 le théorème de Cartier mentionné ci-dessus, l'autre de
Raynaud, donnant une décomposition canonique, sous l'opération de Cartier, du faisceau
des formes indéfiniment fermées. Ces compléments ne sont pas essentiels pour la suite [ils ne
serviront qu'incidemment en (15.7) et (II 6.14)], mais nous les utiliserons dans [37]. Le n° 3
est préliminaire au théorème de comparaison de (II 1), nous y rappelons le calcul de la
cohomologie cristalline à l'aide d'un complexe de De Rham.

1. VECTEURS DE WITT.

1.1. Soit A un anneau. On note W (A) Vanneau des vecteurs de Witt de A relatif au nombre
premier p. Par définition ([65], II, §6), l'ensemble sous-jacent à W(A)est AN; tout vecteur de
Witt a eW (A) s'écrit donc a=(ao, . . . , a^ .. .),oùles absout les coordonnées de a. Pour a,
fceW(A), la somme a+b et le produit ab dans W(A) sont définis par

(1 i i) f a+ fc=(So(û , f c ) , . . . ,SJa , fc) , . . .) ,
\ab=(P^b), . . . ,PJa ,&), . . . ) ,

où les Sn (resp. PJ sont certains polynômes universels à coefficients entiers en les coordonnées
de a et b d'indice ^n (voir loc. cit.) :

So(a,fo)=ao+&o» Si(a,fc)=ûi+&i+ ^ p ~ 1 (^aW1, ...,
0<i<p \ l )

Po(a, b)=aobo, Pi(a, f c ) = f c g û i + f o i û g + p a i f c i , . . .

L'élément unité de W(A) est le vecteur (1,0, . . . , 0, . . .).
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 505

Pour a e W (A), on définit les composantes fantômes de a, Wn = w^ (a), par les polynômes de
Witt :

WQ=OQ,

(1 .1 .2) < ^=^pa.

w„=apo+p<- l+ . . . +p"a,,

Les polynômes S^, ?„ sont déterminés par la condition que l'homomorphisme

(1 .1 .3 ) w: W(A)-.AN

défini par (1.1.2) soit, pour A variable, un homomorphisme de foncteurs en anneaux. Si la
multiplication par p dans A est injective (resp. bijective), (1.1.3) est injectif (resp. bijectif).

Soit n un entier ^ 1. L'ensemble A", muni de l'addition (resp. multiplication) définie par
les polynômes S» (resp. Pf) pour i^n— 1, est un anneau quotient de W(A), noté W^(A), et
appelé anneau des vecteurs de Witt de A de longueur n. On a W i (A) = A, et W (A) est limite
projective des W^(A) suivant les homomorphismes (surjectifs), dits de restriction

(1.1.4) R: W^(A)^WJA). (ao, . . . ,aJ^(ao, . . . , û n - i ) .

L'homomorphisme (additif) :

(1 .1 .5 ) V: W(A)->W(A), (ûo, . . . , ^ , . . . )^(0.ao, . . . , ^ - i . . . . ) ,

dit décalage (ou Verschiebung), définit, par passage au quotient, V : W^(A) -> W^+i (A), et
l'on a des suites exactes

( 0 ̂  W(A)^W(A) -^ W^(A) -. 0,
(1.1.6) v" R

( O^W,(A)^W^(A)^W,(A)^0.

Il en résulte en particulier que W (A) est séparé et complet pour la \-filtration, définie par les
sous-groupes V"W(A) (n^O).

Pour xeA, on appelle représentant multiplicatif de x le vecteur

( 1 . 1 . 7 ) x=(x,0, . . . , 0 , . . . ) eW(A)

(tel que X f = 0 pour f>0, x_Q=x). On note encore x_ l'image de l'élément précédent
dans WJA). L'application xi-^x est une section multiplicative de la projection canonique
W (A) -> W i (A) = A : pour x, y e A, on a

(1.1.8) r^^I-

Plus généralement, pour xeA, a=(ao, f l i , .. .)eW(A), on a

(1.1.9) xa^Çxa^x^,, . . . .x^"^. ...).
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506 L. ILLUSIE

Tout vecteur de Witt fl=(ûo, ai, . . . ) s'écrit :

(1 .1 .10) a= f; V"^.
n=0

(Pour tout ce qui précède, voir [65], II, §6).
1.2. Soit A un anneau. Notons W (A) Vanneau de Witt universel à coefficients dans A ([3],

[19], [22], [23]). Le groupe additif sous-jacent à W(A) est le groupe multiplicatif 1 + îA[[t]],
la multiplication dans W(A) est définie, par bilinéarité, à partir de la règle

(1.2.1) (l-at)-1.^-^)-1^!-^)-1, a, beA

(nous suivons ici la convention de [12], I I , qui diffère de celle de [3]). L'élément unité
est(l-t)-1.

Supposons que A soit une Z^-algèbre. Alors ([19], [12], 11]) l'exponentielle d'Artin-Hasse :

(1.2.2) E(t)=expff; ^/jA
\n=0 /

qui, en vertu de la formule

(1.2.3) E(Q= [] (l-^)-^/"
nel(p)

[où ï ( p ) est l'ensemble des entiers ^1 non divisibles par p , et u la fonction de Môbius],
appartient à W(Z^), définit un idempotent de W(A). Pour xeA, on a

(1.2.4) E(t) (l-x^F1^0 si m ̂ ^ pas une puissance de p '
W(A) 1 E(xtp'l} si m=pn, ne^J .

Si W^^A) désigne le facteur direct de W(A) défini par E(t), l'application

.1 2 5) W(A)-W^(A),(ao, a,, . . .)^ fi E(^^")
' ' ' / n=0

est un isomorphisme d'anneaux. L'endomorphisme additif Vp de W(A), défini par

(L2•6) (V,/)(0=/(^), /eW(A),

laisse stable W^^A), et l'endomorphisme induit s'identifie, par (1.2.3), au
décalage V(l. 1.5). Enfin, on a un carré commutatif

V^A/^W^A)
(1 . 1 .2 ) ic t d \ o g / ( i i

(L2-7) • A~ -. Air]]
( f co .^1 , ...}^b,t"'.
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1.3. Uendomorphisme de Frobenius. — II existe un unique endomorphisme de foncteurs
en anneaux, dit de Frobenius :

(1.3.1) F ; W -> W,

tel que, pour tout anneau A, le carré suivant soit commutatif

(1.3.2)

Pour aeW(A), on a

(1.3.3)

W(A)-^ W(A)
w \ \ w (1 .1 .2)

A^.——>A"

{Xo, X i , . . . )^(Xi, X2 , . . .).

Fa=(/o(^ ...^(^ . . . ) ,

où les /„ sont des polynômes universels à coefficients entiers en les coordonnées de a
d'indice ^n+1, déterminés par les relations de récurrence

(1.3.4)
/o=ûg+pai,

K+PK1 + ... +P"/n=ar+P<+ ... +Pn+l a^i.

De plus, on a

(1.3.5) /Ja)=a^modp;

en particulier, quand A est une F^-algèbre, F est induit, par fonctorialité, par
l'endomorphisme de Frobenius de A. Enfin, on a les formules

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

xV^=V(Fx.^) , x ,^eW(A),

FV=;?,

VF=p o p=0 dans A.

La vérification directe des assertions précédentes est immédiate, on peut aussi les déduire
des propriétés de l'anneau universel (voir [19], [12], I I ) : si A est une Z^-algèbre,
1'endomorphisme ¥ p de W(A), défini par

(1.3.9) (F,u)(Q= FI u(z^),
i^p

où Y[ ( l — z ^ t ) ^ — ^ , commute à l'opérateur de projection défini par E(t), et
i^p

l'endomorphisme induit sur W^A) s'identifie à F par (1.2.5).
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Pour tout anneau A, F induit des homomorphismes d'anneaux

(1.3.10) F: W^+i(A)->WJA), nent ie r^ l ,

et l'on a FV=p dans W»(A). Quand A est de car. p , (1.3.10) induit un endomorphisme
de W^(A), encore noté F, et l'on a alors [dans W^(A)] :

(1.3.11) RFV=FVR=p,

où R : W^-n (A) -> W^(A) est l'homomorphisme de restriction (1.1.4).
Soit A une Fp-algèbre. Des formules (1.3.6) à (1.3.8) on déduit que l'on a, quels que

soient m, ne^J , x, yeW(A) :

(1 .3 .12) , V w x.V n y=V W + N (F"x.F W }0.

En particulier, on a

(1.3.13) V^^A^V^A^V^^A),

autrement dit la V-filtration (1.1) de W(A) est compatible à la structure d'anneau. On
notera gry W (A) l'anneau gradué correspondant, et de même, pour n entier ^ 1, gry W^ (A)
l'anneau gradué associé à la V-filtration de WJA), définie par les sous-
groupes Vl W „ - i (A), i ̂  0 [en convenant que Vl W „ - ^ (A) = 0 pour i ̂  n]. Pour n e f^J,
notons F^A le A-module défini par A considéré comme A-module par la restriction des •
scalaires suivant F", où F est le frobenius de Wi(A)=A, i.e. l'élévation à la puissance
p-ième. Il découle de (1.3.12) que l'application

(1.3.14) F^A^gr^W(A), x^Vx modV^1 W(A)

est un isomorphisme de A-modules. Les isomorphismes (1.3.14) définissent un
isomorphisme d'algèbres graduées

(1.3.15) @ F^A^grvW(A),
neN

la structure d'anneau gradué du premier membre étant donné par

F^A^F^A-^F^A, xOOj^F^x.F^.

Soit maintenant A un anneau sans p-torsion, muni d'un endomorphisme/tel que, pour
tout xeA, f{x)=xp mod pA (autrement dit, relevant l'endomorphisme de Frobenius
de A/j?A). D'après un lemme de Dieudonné-Cartier, il existe un unique homomorphisme
d'anneaux
(1.3.16) Sf: A-^W(A),

qui soit section de la projection canonique W(A)-^A et tel que Syo/=Fosy. Pour une
démonstration, voir [45], VII, §4 : pour xeA, Sf(x)=-(so, . . . , s^ , . . .)eW(A) est l'unique
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solution des équations

(1.3.17) { Le- :
Wn(Sf(x))=fnx (neN),

spo+psfl+ ... +pns„=/nx.

En particulier, si x est tel que f{x)=xp [donc fn(x)=xp'l pour tout n^O], il résulte
de (1.3.17) que

(1.3.18) Sf(x)=x

[avec la notation (1.1.7)]. L'homomorphisme Sj- dépend fonctoriellement du couple (A, /) :
si B est un anneau sans p-torsion, muni d'un endomorphisme g relevant le frobenius
deB/pB, et s i u : A - > B est un homomorphisme tel que uof=gou, on a un carré
commutatif

A^W(A)

(1 .3 .19) "1 [w(u}

B-^W(B)

Cela résulte immédiatement de (1.3.17). On notera

(1.3.20) tf: A-^W(A/pA),

le composé de s^ et de la projection canonique W(A) -> W(A/pA). On a, pour tout ne N,
^(pnA)c:pnW(A/pA)=VnFnW(A/pA), donc tf induit, pour tout n^l :

(1.3.21) tf: A/p"A-^W^(A/pA).

PROPOSITION 1.3.22. - 5i A/pA est parfait, i.e. tel que le frobenius de A/pA soit un
automorphisme, (1.3.21) est un isomorphisme.

Il revient en effet au même de prouver que rhomomorphisme gîp A -^ gry W (A/pA) induit
par tf est un isomorphisme. Or, abrégeant t f en t, on a, pour xeA :

t(pnx)=pntx=='Vn¥ntx=yntfnx.

Si x est l'image de x dans A/pA, on a tfnx=¥nx_ mod VW(A/pA), donc

^p^^V^ï^x) mod V"^ W(A/pA).

On a par suite un carré commutatif

A/pA———^———^F;(A/pA)
p" ( (1.3.14)

p^/p^A^V^A/pVV^V^A/pA).
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Comme A/pA est parfait, la flèche horizontale supérieure est un isomorphisme, d'où la
conclusion.

COROLLAIRE 1.3.23. — 5'i A / p A est parfait, et si A est p-adiquement séparé et complet
(i.e. tel que A = lim A/p"A), (1.3.20) est un isomorphisme.

Remarque 1.3.24. — Soit A un anneau p-adiquement séparé et complet, sans p-torsion, tel
que A/pA soit parfait. D'après [65], II, prop. 10, il existe un unique endomorphisme /
de A relevant le frobenius de A/pA, caractérisé p2irf{x)=xp pour tout représentant
multiplicatif x. Il résulte de (1.3.18) que l'inverse de l'isomorphisme ̂  : A -^ W(A/pA) est
donné par

00

(ao, ..., a^ .. .)^ ̂  p(fl^"y,

où p : A/pA -> A est le système de représentants multiplicatifs (cf. [65], II, th. 7).

1.4. Puissances divisées. — Soit A une Fp-algèbre. W (A) est donc, de façon naturelle, une
Zp-algèbre (W(Fp)=Zp). Pour tout entier n^ l , et tout xeW(A), on a

(1.4.1) ÇVx}n=pn-l\xn.

En effet, d'après les formules (1.3.6) à (1.3.8), on a

Vx.(Vx)n- l=V(xF(Vx)n- l)=V(x(FVx)n- l)=p"- lVx".

Pour n e ̂ , soit

(1.4.2) y ^ : VW(A)^W(A),

l'application définie par

( 1 4 3 ) v fVx)-<f 1 si n=o)
{ ) ^^-{^-^n^x- si n^l

(rappelons que, si n^l, p n / n \ e p ï . p ) . Comme le suggère (1.4.1), les applications y „
définissent sur VW(A) une structure d'idéal à puissances divisées ([4], 11.1, cf. [12], I, § 4,
n° 5). Pour le vérifier, on se ramène, pour chacune des identités à prouver, au cas où A est une
algèbre de polynômes sur ¥ p , le frobenius F de W(A) est alors injectif, et la formule voulue
résulte de ce que F yJV x) = (p"/n !) x\ La PD-structure ([4], loc. cit.) ainsi définie sur VW (A)
sera dite canonique. Noter que, pour tout ne M et tout xeW(A), on a

(1.4.4) y,(px)=(pn/n\)xn.

L'endomorphisme F est donc un PD-morphisme. Si A est un anneau parfait, on a
VW(A)=pW(A), et (1.4.4) montre que la PD-structure canonique est la structure
habituelle. Pour tout entier m^ l , les formules (1.4.3) définissent une PD-structure sur
l'idéal VW^(A) de W^+i(A), qui sera dite canonique. La projection canonique
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W(A) -> W^+i(A) est un PD-morphisme. Pour tout homomorphisme A -> B, l'homomor-
phisme correspondant W(A) -> W(B) [resp. W^(A) -> W^(B)] est un PD-morphisme.

Tout élément x=(xo, . . . , x,,, . . . ) de W(A) s'écrit, d'après (1.1.10);

(1.4.5) x = X o + V x + ,

o ù x + = ( x i , . . . , x^, . . . ) [i.e. (x+L==x,,+i]. Notons

(1.4.6) a : W(A)^W(A),

l'application définie par

(1.4.7) oc(x)=x+- ^ p- lfpW l(Vx^-(p-l)!y,(Vx+).
0<Kp \ l }

De (1.4.5) on tire F x = x g +px +, et comme (Vx +)p=p ! Yp(Vx +), on en déduit que l'on a,
pour tout x e W (A) :

(1.4.8) F^.^+paOc).

Soit n un entier ^1. Tout élément x=(xo, . . . , x J e W,,+1 (A) s'écrit x = = X o + V x + , où ici
y,^_ =(xi, . . . , xj. Définissons

(1.4.9) a : W,+i(A)^W,(A),

par

(1.4.10) oc(x)=x+- ^ p - l f p ) x ^ l R ( V x + ) l - ( p - l ) ! R y p ( V x + ) .
0<Kp \ l /

On a alors, pour tout x e W ^ + i (A) :

(1.4.11) RFx=Rx p+pa(x) .

Noter aussi que, comme RV=VR, et R (x+)= (Rx)+ , on a

(1.4.12) Ra=aR.

1.5. Localisation. — Soient (X, (^x) un I0?08 annelé, et n un entier ^ 1. Le préfaisceau
U^W((îx(U)) [resp. WJ^x(U))] est un faisceau, qu'on notera W(^x) [resp. WJ^x)]- Le
topos annelé (X, W(^x)) [resp. (X, WJ^x))] ^ra noté aussi

(1.5.1) W(X) [resp.WJX)].

De même, le préfaisceau U^W(^x(U)) (1.2) [resp. U^W^xO-D), si ^x est une
Z^-algèbre] est un faisceau, qu'on notera W(d?x) [resp. W^^x)]- I-es applications
définies aux numéros précédents [w, R, V, F, (1.2.5), S j - , tf, y^, a] se faisceautisent.
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Supposons que X soit de car. p (i. e. que (9^ soit une Fp-algèbre). D'après (1.3.13), on a
alors (VWy,-i(^x))"=0» W^(X) est donc un voisinage infinitésimal d'ordre n—1 de
X = W i (X). Par suite, si X est annelé en anneaux locaux [i. e. (SGA 4 IV 13.9) si, pour tout
UeobX, et toute section 5e^x(U), on a U=sup(Us, Ui-s), où Ug (resp. Ui-Jestle plus
grand sous-objet de U où s (resp. 1—5) est inversible], il en est de même de W^(X), et pour
tout point x de X, on a un isomorphisme canonique d'anneaux locaux

(1.5.2) WJ^.x) ^ W,(^L

(car, plus généralement, W^ commute aux limites inductives filtrantes).
Si A est une Fp-algèbre, et si seWJA), on a W^(A),=WJA)^ [car (s-^^O],

et il résulte de (1.1.9) que l'application canonique W^(A) -> W»(A^) induit un
isomorphisme

(1.5.3) WJA),^W,(AJ

(cf. [12], I, § 4, 5.1). Il s'ensuit que si X est un Fp-schéma, W^(X) est un (Z/p")-schéma,
ayant même espace sous-jacent que X. Plus précisément, WJX) est un (Z/p^-PD-épais-
sissement de X, W^ (^x) étant muni de sa PD-structure canonique (1.4) (qui est compatible à
celle de Z/T?" Z d'après 1.4), cf. [4], III 1.1.1. Pour tout ouvert U de X, W^ (U) est induit sur
U par W^(X). Si X est localement noethérien, et si l'endomorphisme de Frobenius de X est
fini, W^(X) est localement noethérien : en effet, d'après (1.3.15), si A est une Fp-algèbre
noethérienne telle que F : A -> A soit fini, gry WJA) est un anneau noethérien.

Soit / : (X, 0^) -> (Y, 0^) un morphisme de topos annelés. L'homomorphisme canonique
^Y -^ /* ̂ x induit W(^y) -> W(/^ ^x)=f^wWx)' ^ûù un morphisme de topos annelés

(1.5.4) W(/): W(X)->W(Y).

De même, pour tout entier n^l,/ induit un morphisme de topos annelés

(1.5.5) WJ/): W,(X)^W,(Y).

Si / est un morphisme de topos localement annelés en Fp-algèbres, W,, (/) est un morphisme
de topos localement annelés (SGA 4 IV 13.9). Donc, si / est un morphisme de Fp-schémas,
W^(/) est un morphisme de schémas [et même de (Z/p ̂ -schémas).

PROPOSITION 1.5.6. — Soit f : X -> Y un morphisme de ^p-schémas, et soit n un entier ^ 1.
(i) Si f est une immersion fermée, d'idéal I, Wn(/) est une immersion fermée, d'idéal W^(I).
(ii) Si f est de type fini et si l'endomorphisme de Frobenius de X est fini, W^ (/) est de type fini.
On notera que, si / est de type fini, le frobenius de X est fini dès que celui de Y l'est. En

particulier :

COROLLAIRE 1.5.7. — Supposons Y parfait (i.e. le frobenius de Y un isomorphisme). Alors, si
f est de type fini, il en est de même de W^(/).
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Prouvons 1.5.6. L'assertion (i) est triviale. L'assertion (ii) est essentiellement démontrée
dans [12], I, § 4, 5.2. On peut supposer X et Y affines, d'anneaux respectifs B et A. Comme
^n(f) '- Wn(A) -> W^(B) est compatible à la V-filtration, il suffit de prouver que, si B est de
type fini sur A, et F : B -> B fini, gry W« (B) est de type fini sur gry W^ (A) : or ces hypothèses
entraînent, d'après (1.3.15), que gryW^(B) est de type fini sur A, donc a fortiori sur
gryW,(A).

Rappelons que si / : X —> Y est un morphisme étale de Fp-schémas, le frobenius relatif
FX/Y '- X -> X^^ est un isomorphisme, autrement dit le carré

X ^ X

(1.5.7.1) 1 1
F

Y -̂  Y

est cartésien (SGA 5 XI V, § l,prop. 2) : cela résulte de ce qu'un morphisme radiciel,surjectif,
et étale est un isomorphisme (EGA IV 17.9.1).

PROPOSITION 1.5.8. — Soit f: X - > Y un morphisme étale de ^p-schémas, et soit n un
entier ^1. Alors W^(/) est étale, et les carrés

X ^ WJX)
(1.5.8.0) / I |w»œ

Y ^W,(Y)

W,(X)^WJX)
( 1 . 5 . 8 . 1 ) w,œ 1 lw»(/)

W^(Y)^W^Y)

sont cartésiens.
On peut supposer X et Y affines, d'anneaux respectifs B et A. D'après

1.3.15, gryWJA) [resp. gryWJB)] s'identifie à © F^A (resp. ® F^B), et la^m
* J

m<n m<n

flèche B®Ag rvwn(A)-^grvW„(B) définie par WJ/) s'identifie à la flèche naturelle
B ® A ( © F;A)^ © F^B. Or, le carré (1.5.7.1) étant cartésien, celle-ci est un

m<n m<n
isomorphisme. Le critère de platitude usuel (Bourbaki, Alg. com., III, § 5, th. 1) entraîne
donc, par récurrence sur n, que W^ (/) est plat et le carré (1.5.8.0) cartésien. Comme / est
étale, il en est donc de même de W^ (/). Le fait que le carré (1.5.8.1) soit cartésien en résulte,
par le même argument que pour (1.5.7.1).

2. OPÉRATION DE CARTIER.

2.1. Définition de C et C ~ 1 . — Si X est un schéma de car. p , nous noterons F^ (ou
simplement F, s'il n'y a pas de confusion à craindre) l'endomorphisme de Frobenius (absolu)
de X. Soit X -> S un morphisme de Fp-schémas. Nous noterons X^ (ou X^) le schéma

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



514 L. ILLUSIE

déduit de X par le changement de base F§. Le morphisme Fx se factorise en Fx =Wo Fx/s,
où le S-morphisme Fx/s '• X -> X00 est par définition lefrobenius relatif de X/S, et Wx/s (ou
W) : X^ -> X la projection canonique : on a donc un diagramme commutatif où le carré est
cartésien :

FX
(2.1.1) .^~7^..

Par exemple, si X = S [T i, . . . , TJ, on a X00 = X, W = Fs [T i, . . . , TJ, et Fx/s est donné par
T,h-^Tf(l^i^n) [voir (SGA5XIV) pour divers sorites sur la situation (2.1.1)]. Nous
noterons

(2.1.2) Fx/s •.^-> (Fx/s)* ̂

le morphisme canonique : pour toute section locale x de (9y^, on a donc

(2.1.3) ^=Fx/s(W*x).

Soit Ûx/s==(AOx/s' d=dx/s)le complexe de De Rham de X/S. La différentielle à est ̂ -
linéaire, donc

Zûx/s-Ker^ûx/s^Qx^

et

BQx/s=rf(ûx7s1)

sont des G^-modules, et Jï*(Ûx/s) est une ^x^'^gèbre graduée. Rappelons [39], 7.1, qu'il
existe un unique homomorphisme d'algèbres graduées (unifères) :

(21L4) Cx-1: Qx/s-W*^*(Qx/s),

donné par Fx en degré 0 et tel que l'on ait, pour toute section x de 0^

(2.1.5) Cx^^ classe de x^-1^ dans H^Qx/s)-

Comme ûx^/s == W* ^x/s» Q^1 définit, par adjonction, un homomorphisme de (P^w-olgèbTes
graduées

(2.1.6) Cx/s1: Qws-^^ûx/s).

donné par Fx/s en degré 0 et tel que

(2.1.7) Cx/s1 (W* (dx)) = classe de x^-1 dx

(pour toute section locale x de d?x). Les homomorphismes (2.1.4), (2.1.5) sont compa-
tibles à la localisation étale : si/ : X'-^X est étale, on a Qx/s^^x/s'
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F^JJ* Q^ =/* F^* Qx/s, d'où

(2.1.8) Cx-^Cx, Cx-/s ^^Cx/s.

Rappelons le résultat fondamental de Cartier :

THÉORÈME 2.1.9 [39], 7.1. - Si X/S est lisse, Cx/s est un isomorphisme.
Supposons X/S lisse. L'inverse de (2.1.6) définit alors un homomorphisme appelé

opération de Cartier :

(2.1.10) Cx/s : ZQ^-ûro

dont le noyau est B Qx/s : on a donc une suite exacte (de d^-modules) :

^x/s
(2.1.11) 0 ̂  BQx/s ̂  Zûx/s -^ ̂ /s ̂  0.

Rappelons les résultats de Cartier [18] concernant le calcul de Cx/s sur les 1-formes fermées
et la caractérisation des différentielles logarithmiques de degré 1. Nous nous sommes
inspirés, pour la présentation, de l'exposé de Seshadri [68] et de papiers secrets de
Grothendieck [30]. Le lecteur trouvera dans l'article de Katz [4l], § 7, un exposé très voisin.

Soit Tx/s le faisceau tangent de X/S (c'est le faisceau des S-dérivations de (9^ dans (9^, i. e. le
dual de Ox/s)- Notons

< , > : Qx/s x TX/S ̂ x

l'accouplement de dualité. Comme (2.1.2) est injectif (Fx/s : X-^X^ étant fini localement
libre, de rang ^ si X/S est de dimension relative r), la formule suivante [18],
chap. 1, (29), détermine C^/s sur les 1-formes fermées : pour tout ouvert U de X, on a,
pour œ e Z Q^/s (U), D e T^/s (U) :

(2.1.12) F^Cx/sN^D^^D^-D^-^œ.D).

En particulier, supposons que des sections x i, . . . , x^ de (9^ sur U définissent un morphisme
étale de U dans S[Ti, . . . , T^], i.e. que dx^, . . . , dxy forment une base de O^j/s, posons
Di=d/dXi{l^i^r)', alors, si

œ=^a^x,eZQx/s(U),

on a

Cœ=^c,W*(^) [c,e^'(U)L

avec

(2.1.13) F^s(c,)=-Df-1^ (l^^r).

En effet, Df=0, <œ, D , > = a , , <Cœ, D,>=c , .
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Rappelons la démonstration [68] de (2.1.12). D'après 2.1.9, œ est localement somme de
formes du type dx et du type ay?'1 dy pour x, y sections locales de 0^, a section locale de
<Px(p)« II suffit donc de vérifier (2.1.12) dans chacun des cas :

(i) œ=dx,xeCx(U);
(ii) w=axp~l d x , ̂ e^(U). xe^x(U)-

Dans le cas (i), on a Cx/s(^c)==0, (dx, DP) =Dpx, D^-1 (dx, D> =DP- l(Dx)=Dpx, et
la formule est trivialement vraie. Dans le cas (ii), on peut, par linéarité, supposer a = 1. On a
Cx/s (^p- ' dx) = W* (dx) (2.1.7), d'où

Fx/s<Cx/s(xp- lrfx) ,W*D>=Fx/s(W*Dx)=(Dx)^ (2.1.3),
( x p ~ l d x , D p y = x p ~ l D p x , D P - l <x p - l dx,D>=D P - l (x p - l Dx),

et la formule à prouver se réduit à l'identité de Hochschild [68], lemme 2 :

(Dx)p=xp~lDpx-DP~l(xp~lDx).

Soit E un ^x'Module quasi cohérent muni d'une connexion intégrable
^ : Tx/s -)> ̂ ^s (E) (Fintégrabilité signifie que V est compatible au crochet, ou, ce qui revient

v v
au même, que le composé des homomorphismes induits E -> Qx/s ® E -> ûx/s ® E est nul).
Rappelons [39], 5.2 que l'application

(2.1.14) ^ : T\ s ̂  FX ;, ̂ x (E), v|/v (D) = V (D)F - V (D^)

est un homomorphisme de ^x-Modules, appelé p-courbure de V. D'après Cartier [39], 5.1,
v|/v=0 si et seulement si la flèche canonique

(2.1.15) Fx^E^E

est un isomorphisme [où Ev est le (9^- Module des sections horizontales, noyau de
V : E ^ Q x / s ® E ] .

Soit U un ouvert de X. Toute connexion V sur (9 y s'écrit de manière unique V = i + œ, où
œ = V (1) e Qx/s (U). Pour que V soit intégrable, il faut et il suffit que Au = 0. Supposons cette
condition remplie. Alors vj/y et Cœ sont reliés par la formule suivante, due à Cartier [18],
lemme 4 :

(2.1.16) \ | /v(D)=Fx/s<W*œ-Cœ,W*D>,

pour tout DeTx/s(U).
Rappelons la démonstration de (2.1.16) (cf. [4], § 7). Il s'agit de prouver que

(D+^.D^^D^œ.D^^œ.D^-Fx/s^œ.V^D).

Or, d'après l'identité de Jacobson [68], corollaire de la proposition 4, on a

( D + < œ , D » p = D P + < © , D > p + D P - l < œ , D > .
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Le premier membre de (2.1.16) s'écrit donc :

^D^-hD^-^œ.D)-^,^),

et par suite la formule à prouver résulte de (2.1.12).
La formule (2.1.16) a la conséquence suivante :

THÉORÈME 2.1.17 (Cartier) ([18], prop. 8, [68], § 2, th. 1). - Soient U un ouvert de X, et
œeQx/s(U) tel que dœ=0. Pour que Von ait Cœ=W*œ, il faut et il suffit qu'il existe
localement une section inversible x de (9^ telle que (ù==dx/x.

Si (ù==dx/x, écrivant (ù=x~p(xp~l dx), on trouve

C(ù=x~lC(xp~ldx)=x~lW*dx=W*(dx/x).

Inversement, si Cœ=W*œ, la connexion V=^+œ sur (9^ est, d'après (2.1.16), de
p-courbure nulle. La flèche (2.1.15) (pour E = (9) est un isomorphisme, autrement dit il existe
localement une base y de (9^ comme ^x'Module telle que V^=0. Or

Vy=dy+y(ù,

donc œ= — d y / y = = d x / x , où x=y~1.

COROLLAIRE 2.1.18. — On a une suite exacte de faisceaux abéliens sur X :

FX/S diog W--C

(2.1.19) 0 -> (9^—^(9^ —^ZQx/s——^û^/s,

où à \og(x)=dx/x. La flèche W * — C est surjective pour la topologie étale.
L'exactitude en (9^ (resp. ZQx/s) découle de 2.1.9 (resp. 2.1.17). Pour la deuxième

assertion, on note d'abord que, si a (resp. x) est une section locale de (9^p) (resp. (9^), on a

(*) (W*-C)(ad log x)=(^-â)W* d\og x.

FX/S w
[car C(ad log x)=ad log x d'après 2.1.17, et le composé X^—X <- X^ est le frobenius
(absolu) de X^]. Cela étant, on peut supposer, quitte à se localiser (pour Zariski), qu'on
dispose de sections inversibles x i, . . . , Xy de (9^ définissant un S-morphisme étale de X dans
S[T\, . . . , T^, Tf1 , . . . , T,"1]. Toute forme œeQx^/s s'écrit alors

œ = = ^ fc,W*(rflogx,), b,ç(9^.
1=1

Quitte à faire une extension étale sur X, on peut écrire bi=ap—ai, avec ^e^x^' et» sl ̂ on

r

pose r|=^ ûf r i l ogXf , on a, compte tenu de (*), (W*-C)r|=œ, ce qui achève la
1=1

démonstration de 2.1.18.
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Le lecteur trouvera dans les articles de Hoobler [31] et Ogus [59] diverses « formes
tordues » de la suite exacte (2.1.19).

Signalons d'autre part que, pour tout i, la flèche canonique

(2.1.20) ; W*-Cx/s: Zûx/s-^/s

est surjective pour la topologie étale. La démonstration est analogue à celle donnée dans le
ca s f= l (cf. [5l], 1.3).

Supposons S parfait (i.e. Fg un isomorphisme), et, comme précédemment, X lisse sur S.
Alors (2.1.4) est un isomorphisme, et l'inverse de (2.1.4) définit un homomorphisme (9^-
linéaire, appelé encore opération de Cartier :

(2.1.21) Q: W^ZQ-x/s-Ox/s-

donnant une suite exacte de ^-Modules :

(2.1.22) O^W^BQ^W^ZQx/s^Qx/s^O,

et un carré commutatif (cf. [5l], 1.5) :

(2.1.22) zQx/s-^-^^x/s

cx- l .
^x/s ——^ ̂ x/s /B ̂ x/s

[où, dans la ligne supérieure (resp. inférieure), 1 désigne par abus l'injection (resp. la
projection) canonique]. La suite (2.1.19) et la commutativité de (2.1.22) fournissent les
suites exactes

d\og 1-C
(2.1.23) O^fl^^^ZQ^^i^/s,

diog 1-C-1 , ,
(2.1.24) O^r^x-^x/s——.Qx/s/BQx/s-

où les flèches de droite sont surjectives pour la topologie étale.
2.2. Opération-dé Cartier itérée. — La théorie développée dans ce numéro et le suivant est

inspirée de certains calculs de [12]. Pour les besoins de ce travail, nous aurions pu nous
contenter de l'exposer dans le cadre « absolu » (i.e. sur une base parfaite). Nous avons
préféré, toutefois, nous placer dans le cadre « relatif », en vue d'obtenir des résultats
utilisables ultérieurement dans la théorie (future) du complexe de De Rham-Witt relatif.

SoitX -> S un morphisme de F p-schémas. Pour tout entier n^O, on note X^"7^ (ouX^le
produit fibre Xxs(S,FsM), et F^/s r X - ^ X ^ le S-morphisme déduit de F^ par la
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factorisation canonique (cf. (SGA5XIV, §l,n°4). Par l'isomorphisme canonique
\(pn)=(\(p''~l^(p\ Fx/s s'identifie à(Fx7s l) ( p ) OFx/s» comme le montre le diagramme
commutatif à carrés cartésiens

On a donc (à une identification canonique près) :

(2.2.1) ^/s^^p"-1)^0 • • • ^x/s-

On suppose à partir de maintenant X lisse sur S. Soit l'eZ. Rappelons qu'on a alors
l'isomorphisme de Cartier inverse

Cx/s: OX^S^^^ÛX/^-Z-QX/S/B^X/S.

On définit, pour tout entier n^O, des sous-faisceaux abéliens de Qx/s :

(2.2.2) ByiQx/S c= ^QX/S c: "X/S >

par les formules (cf. [12], II, § 5) :

Bo^x/s=^» Zo^x/s=^x/s'

B i Qx/s == B Qx/s ' Z i ^x/s = ZJ —x/s '
'-X/S

B^OX^/S —> B„+l QX/S/BI ûx/s
(n ^ 1).

» cxl/s i i
Z^QX<P)/S ——^ ^n+1 -"X/S/0! ^X/S

On a donc une chaîne d'inclusions

(2.2.3) O c r B i û x / s ^ • • • ^ B» Qx/s ^B^i Qx/s ^ • • •

c: ^n+ l ^X/S c: Z ^ Q ' / c c= . . . c Zi QY/C c= Q1
1 "X/S 'x/s-"n^'X/S
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On notera que ZnQx/s et B^Qx/s sont, de façon naturelle, des sous-^x^-Modules de
Fx/s^Qx/s' et ^ue» P^ définition, Cx/s induit un isomorphisme de (9^ ^-Modules :

(2.2.4) Cx/s : Z,,QX(P)/S/B,,QX(P)/S ""^Zn-H^X/S/Bn+1 ^X/S •

Par itération, (2.2.4) définit, pour tout n ̂  0, un isomorphisme de (°^-Modu\es :

(2.2.5) Cx-S : Qx.",s ^ z" °x/s /B^ Qx/s,

et une suite exacte de ^x^'Modules :

Cx"/s
(2.2.6) 0 ̂  Î2^,^ -^ f2x/s /B, Q^s ̂  "x/s /Z» "x/s ̂  0.

Appliquant Cx/g à la suite exacte

o-zlnx.•l/s-tîx.•l/s:Blt2x.•>/s^o•

on obtient d'autre part une suite exacte

(2.2.6.1) O-Z^/B^-Z^/Br^B^/B^O,

et un isomorphisme

(2.2.6.2) Z^/Z^i^B^/B;.,

où l'on a abrégé Z^Qx/sO^sp. B^Qx/s) en ^^^ (resp. B^). En d'autres termes, si
C^Q"^ =Z^QX/S/BHÛX/S désigne le complexe déduit du complexe de De Rham de
X^VS par application de l'isomorphisme Cx/S, on a un isomorphisme canonique

(2.2.6.3) Z^i/B^^H^C-Q^J.

Il découle par ailleurs de (2.1.8) que, si/ : X' -> X est étale, l'isomorphisme/* Q^/s "̂  ^x'/s
induit des isomorphismes de (9 ,^-Modules :

(2.2.7) /<^* Z^ Qx/s ̂  Zn ÛXYS, /(pn)* B^ Qx/s - B^ Qxvs.

avec lesquels (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6), (2.2.6.1), (2.2.6.2) et (2.2.6.3) sont compatibles en
un sens évident.

PROPOSITION 2.2.8. — (a) Z^QX/S et Bn^x/s sont ^es (^ ̂ -Modules localement libres de
type fini, déformation compatible à tout changement de base S' -> S.

{b) B^QX/S est ^ sous-(P^ Module de Qx/s engendré localement par les sections de la forme
x^~1 . . . xf~1 dxi . .. dXi, où X i , . . . . x,e^x' avec 0 ̂  r ^ n—1.

(b') B^QX/S est ^ sous-0^-Module de Qx/s engendré localement par les sections de la forme
x^d log Xi . . . d log x^ où X i , . . . , Xi e 0^, avec 0 ̂  r ^ n-1.
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(c) Z^ Qx/s est le sous-0 ̂ -Module de Qx/s engendré localement par B^ Qx/s et les sections de
la forme ax^~1 ... xf~1 dx^ ... dxi, où Xi, ..., x» (r^5p. a) e <?x (̂ ?. ̂ ^).

(c') Z^ Qx/s ̂ r /<? sous-(9 ̂ -Module de Qx/s engendré localement par B^ Qx/s et les sections de
informe adiogx^ . . . d\ogXi, où Xi, . . ., Xi{resp.a)e(9^ (resp. G^)'

Prouvons d'abord l'assertion de (a) relative aux changements de base. Elle est triviale pour
n = 0, et, pour n = 1, elle résulte de l'isomorphisme de Cartier 2.1.9. On en déduit facilement
l'assertion dans le cas général par récurrence sur n. Pour montrer que Z^ Qx/s et B^ Qx/s sont
des 6^-Modules localement libres de type fini, on peut, compte tenu de (2.2.7), supposer
que X=S[Ti, . . . , TJ, puis, par changement de base, que X=Spec (Fp[Ti, . . . , TJ). Il
résulte aussitôt de la définition que B^ Qx et Z» Qx sont des (î^-Modules cohérents. Soit X le
schéma déduit de X par extension des scalaires à une clôture algébrique k de Fp. Les images
inverses de B» Qx et Z^ Qx sur X s'identifient à B^ Q^ et Z» Q^, et sont localement libres sur un
ouvert non vide de X. Par translation par des /c-points de X, on en déduit que B^ Q^ et Z^ Q^
sont localement libres partout. Donc B^ Qx et Z^ Qx sont localement libres de type fini, ce qui
achève de prouver (a). Notons B^Qx/s le sous-^s-mod^e de Qx/s engendré localement par
les sections de la forme x^"1 . . . xf~1 dx^ . . . dxi, où Xi , . . . , x, e 0^, avec
O ^ r ^ n - l . O n a clairement B^=B^ pour n ̂  1. Comme, d'après (a) :

B^QX.)/S=B^QX/S®(^S»F),
^s

la formule

C-1^-1 . . . x?-1^!.. . ^)=xf1-1... xf1-1^!. . . dx.modBi

montre, par récurrence sur n, que B^ = B;, pour tout n, d'où (b). L'assertion (b') se démontre de
même, par récurrence sur n, à l'aide de la formule

C~l(xpl d log Xi . . . d log Xi)=x^1 d log Xi . . . d log x, mod B i ,

pour x i, . . . , x i e (9^. La vérification des assertions (c) et (c') est analogue, nous la laissons en
exercice au lecteur.

PROPOSITION 2.2.9. — Supposons S parfait. Pour tout n ̂  0, la suite

O^xW^^/Bnûx^^/Bn+lûx

est exacte, et la flèche de droite est surjective pour la topologie étale.

Soit xeQ^ de classe x dans Qx/B^Qx. La relation x=C~lx dans B ^ + i O x / B ^ Q x
entraîne xeÇ} Z,Qx et Cx=x mod B^Qx. Donc Cn+lx=Cnx, et d'après (2.1.23),

r
C^.veJlogO^). Mais x=Cx mod B^Q^ entraîne ̂ C^C2^ . . . ^"xmodB^Qx.
donc x est dans l'image de diog, d'où l'exactitude au centre. Si ae(9^ est tel que
rflog^eB^Qx,onendéduitrfloga=C(dlogû)= . . . =Cnrfloga=0,donc(2.1.23)ae^x^
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d'où l'exactitude à gauche. La surjectivité de l—C" 1 pour la topologie étale pour
n=0 (2.1.24) l'entraîne pour tout n ̂  0, ce qui achève la démonstration.

2.3. Relèvements de Frobenius. — La donnée de certains relèvements de X/S permet
d'obtenir des caractérisations des Z^ et B^, qui nous seront utiles dans l'étude locale du
complexe de De Rham-Witt.

2.3.1. Soient S un Fp-schéma, X un S-schéma lisse. On suppose donnés : (a) un schéma
formel T, p-adiquement séparé et complet, plat sur Zp, tel que G ^ l p G ^ ^ O ^ , muni d'un
endomorphisme Fy relevant le frobeniùsFs;(b) un schéma formel Y lisse sur T relevant X/S;
(c) un endomorphisme F y de Y relevant Fx et compatible à F-r.

De telles données existent par exemple si S est parfait (i.e. F s un automorphisme), et X
affine : on peut prendre pour T le schéma formel des vecteurs de Witt W(S)= lim W^(S)
(1.5), pour FT l'endomorphisme ( = automorphisme) de Frobenius de W (S), et, comme X est
affine, il n'y a pas d'obstruction à relever d'abord X/S en Y/T formel plat, puis F^/s en un T-
morphisme Y -> Y x-p (T, F^ ). Plus généralement, des données 2.3.1 existent dès que X et S
sont affines, avec S lisse sur un schéma parfait.

On notera Y^^ (ou Y^) le schéma formel déduit déduit de Y par le changement de
base F-r, et Fy/r '- Y -> Y^ le T-morphisme déduit de F y par la factorisation canonique. On
notera d'autre part Qy/T 1e module des différentielles continues de Y/T, et Oy/T == (^ ̂ Y/T ' ^)
le complexe de De Rham correspondant. Si l'on pose T\=T (x) Z/p^1,
Y^Y^Z/p^^Yx^T, , , on a donc par définition

OY/T-limCy^

et QY/T est un ^Y-Module localement libre de type fini.

PROPOSITION 2.3.2. - Sous les hypothèses de 2.3.1 : (i) Fy/y est fini, localement libre.
(il) Pour tout entier i ̂  0, la flèche canonique Fy/r ûy(F)/T -> QY/T [resp.

QY(F)/T ̂  (FY/T)* ^Y/TJ est d'image contenue dans p'Oy/T [resp. ^(FY/T^ÛY/TL
Comme Fx/s est fini, localement libre, et que Y^ (resp. Y^) est une déformation lisse de

X/S (resp. X^/S), le critère de platitude par fibres (EGA IV 11.3.10) entraîne que Fy/r est
fini, localement libre, d'où (i). Pour (ii), on peut se borner à i= 1. Par réduction modulo p , la
flèche F Y/T ÛY(F)/T -> QY/T donne la flèche canonique F^/gQx^/s ~^ ^/s» clul est t111!̂
(comme le montre un calcul en coordonnées locales), d'où (ii).

En vertu de 2.3.2 (ii), il existe un unique homomorphisme d'algèbres graduées

(2.3.3) Fy/T : ÛY(F)/T -> °Y/T

(noté simplement F s'il n'y a pas de risque de confusion), vérifiant :

(2.3.4) d ¥ = p ¥ d ,

tel que l'homomorphisme canonique d'algèbres différentielles graduées

(2.3.5) FY/T : ^(^/T -^ ^Y/T
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défini par Fy/y '' Y -> Y^ s'écrive :

(2.3.6) ^Y/T=P'F

(i. e. FY/T œ=^ l Fœ pour œ homogène de degré i). Nous noterons

(2.3.7) Fx/s (ou F) : Qx^/s -^ ^x/s -

rhomomorphisme déduit de (2.3.3. ) par réduction mod p . L'observation suivante est due à
Mazur [49], p. 62 :

PROPOSITION 2.3.8. - On a, pour tout i, F(0x<")/s) c ̂ x/s» et le composé avec la
projection canonique

Qx^s^ZQx/s^Wx/s)

coïncide avec Cx/s (2.1.6).
L'inclusion découle de (2.3.4). D'autre part, le composé avec la projection canonique

c : Qx^)/s ̂  z °x/s -> H9 (Qx/s )c . s^x^/s

est un homomorphisme d'algèbres graduées, égal à Fx/s en degré 0. De plus, si y est une
section de (9^, d'image x dans (9^, on a

F(W*dx)=F (image de ̂  dans OY(F)/T) mod P=(P~1 ^(Î^Y^)) mod P '

Or FY(^)=^p+p^, pour ze^y» donc

p ~ l d ( ¥ ^ y ) = y p ~ l d y - ^ d z ,

et par suite

c (W* ̂ c) = image de xP~1 ̂ x dans H1 (O'x/s)-

Donc c=Cx/^, par définition de Cx/i.
Pour tout entier n ̂  0, notons Y^ (ou simplement Y^^ le schéma formel déduit de Y/T

par le changement de base F?, et FÇ/T : Y-^Y^ le T-morphisme déduit de Fy par la
factorisation canonique. Comme en (2.2.1), on a, à une identification canonique près

(2.3.9) F?/T = F Y . - . ) / T O . . . O FY/T.

Nous noterons

(2.3.10) FY/T (ou F") : QY<")/T ̂  ^Y/T
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l'itéré n-ième de (2.3.3), et

(2.3.11) Fx / s (ouF") : Q^^ûx/s

l'homomorphisme déduit de (2.3.10) par réduction mod p . Compte tenu des formules (2.2.2)
à (2.2.5), 2.3.8 entraîne le :

COROLLAIRE 2.3.12. — On a F"(Q' ̂  ) c: Z^Ox/s» et l'homomorphisme composé avec la
projection canonique

0^ ̂  Z^O'x/s -^ Z^Qx/s/B^x/s

coïncide avec Cx/S (2.2.5). En particulier, on a

F"(Q^)+B,Qx/s=Z^x/s.

Fn(BlQ^)+B„Ox/s=B^lûx/s•

PROPOSITION 2.3.13. — Soient n et i des entiers ^ 0. Notons d~l(pnÇî^) le sous-
faisceau de Q^/T formé des sections x telles que dx soit divisible par p". On a

d-l(pn^)= ^ pfcFn-fc(Q^)+ E F^O^).
O^k^n O^k^n-l

Nous ferons la démonstration par récurrence sur n. Pour n=0, la formule à prouver est
triviale. Supposons-la démontrée jusqu'à n—l(n ̂  1), et soit xeQy/T te^ q116 dx=pny,
ye^î^. Par l'hypothèse de récurrence, on peut, quitte à se localiser, écrire :

(1) x=n^PkFn-l-kx^n^¥kdy„
k=0 k=0

avec .?CfceQY("-i-*)/T, j^eO^/T- O11 en déduit, d'après (2.3.4) :
/n-i \

dx=pn~l ^ F^-^^Xfe ,
\ f c=o /

d'où (puisque la multiplication par p dans Qy/T est injective) :

'^^-^dx^py.
k=0

Par réduction mod p, on obtient donc

(2) "^F"-1-^^,
f c = 0
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où Xk désigne l'image de x^ dans Q1 ̂ -i-*, . Il s'ensuit que F"~1 r fxoeB^-iQx/s ' donc
(2.3.12) C - (" - l )rfxo=0, d'où dxo=Q. Reportant dans (2) et recommençant, on trouve

dxo= . . . =^-i=0.

Compte tenu de 2.3.12, cela entraîne que, quitte à se localiser, on peut écrire :

Xk=¥uk+dVk-{-pWk, 0 ̂  k ^ n — 1 ,

avec UfeGÛ^'-^/T' ^feeQ^-^-^/T, w^eOYc-i-^/T. Reportant dans (1), on obtient :

X=FnMo+pFy l- l(Ml+Wo)+ . . . +J?n~ lF(M„-l+W„-2)+Pn^n-l

+^o+P"~ l^-l)+Frf(^+pM-2^-2)+ ... +Fn-2rf(^-2+^l)+Fn- l^o»

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 2.3.14 (cf. [12], II, § 5, 2.4). - Soient n et i des entiers ^ 0 et x une section de
"x/s.

(a) Pour que x appartienne à Z^ Qx/s ' ̂ /^ et il ̂ ffi1 (luïil existe localement une section y de
QY/T relevant x et telle que dyçpnÇï^.

(b) Pour que x appartienne à B^ Qx/s » il faut et il suffit qu'il existe localement une section y de
Q î1 ̂ ll6 ̂  d y e p " ' 1 QY/T et ( d y ) / ? " ' 1 relève x.

Prouvons d'abord (b). Si xeB^Qx/s» on P^' d'après 2.2.8, supposer qu'il existe
Xi , . . . , Xi-e^x tels ̂  x = ( x p ^ ~ ï d x ^ . . . (x^^Xi), avec O ^ r ^ n - 1 . On peut
supposer de plus que Xi se relève en y i-e^y Posons

/=^^~1 • • . y ^ ' d y ^ . . . ^.eQ^T1.

On a ^'=^'7, où zeQy/T relève x, et si y = p n ~ l ~ r y f , on a ^=pn - lz, ce qui prouve le
« il faut ». Inversement, supposons qu'il existe ye^î^ tel que dy=pn~l z , où zeQy/T
relève x. Quitte à localiser, on peut écrire, d'après 2.3.13 :

^F^Mi+pF"-2^ ... +pn-lM„+^l+ ... +Fn-2A;„-l,

avec UjeÇî1^^, v^Çl^u-^^. D'où, grâce à (2.3.4) :

dy=pn~l(¥n~ldu,+ ... +dM^),

et, comme Qy/T est sans P-torsion :

Z=Fn- ldMl+ . . . +^M^.

D'après 2.3.12, il en résulte que x e B^ Qx/s, ce qui prouve (b). Montrons (a). Si x e Zn Qx/s»
on peut supposer, d'après (b) et 2.2.8, qu'il existe X i , . . . , x^e^x et ae(9^ tels que
;c=âxpll-l . . . x{~1 dx^ ... dxi. On peut supposer de plus que x» se relève en y ^ e O ^ , et
a en beGyw, de sorte que x se relève en

);=(F"fc)^-1 . . . Y ^ d y , . . . ^.eOy/T.
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D'après (2.3.4), on a

dy=pn(¥ndb)yp^-l . . . y { - l d y , . . . d y „

ce qui prouve le « il faut ». Inversement, s'il existe ^eû^/y relevant x et tel que dyep"^^,
on a, d'après 2.3.13 :

^^^/s+S^'1^0^)-

avec la notation (2.3.11). D'après 2.3.12, cela entraîne que xeZ^Qx/s» ce ^m achève la
démonstration de 2.3.14.

Remarque 2.3.15. — Si x e Z1^1 [avec les notations de (2.2.6.1)] est relevé en y e Q^1 te!
que dy soit divisible par p", la réduction mod p de (dy)/?" est, d'après 2.3.14, un élément
de B^+i , dont l'image dans B;,+i/B;, ne dépend pas du choix de y , comme on le vérifie
aussitôt. On définit ainsi une application de Z^~1 dans B^+1 /B;,. Il découle immédiatement
de 2.3.14 que celle-ci est surjective, et a pour noyau Z^^, autrement dit qu'elle induit un
isomorphisme

Zi^/Z^^B^/B;,

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cet isomorphisme n'est autre que (2.2.6.2).

COROLLAIRE 2.3.16. — (a) Quels que soient les entiers i, et m, n ̂  0, on a

F- (Q^) ̂  P " ÛY/T = P" F" (Q^).

En particulier, QY/T/F^ÛY^/T est sans P-torsion.
(b) Quels que soient les entiers i , e t m , n , h ^ 0 , o n a

(Fm+ftQ^)n(p"Q^+(Q^n^-W^Q^ l))cprFW+hQY^^^^^^^

où r=inf (n, h).
Pour (a), raisonnons par récurrence sur n, pour m fixé. Soient xeÇl^w^, ^eQy/T ̂  ̂ ^

F"" x=p" y . Par l'hypothèse de récurrence, on en déduit ¥mx=pn~l F^, avec zeQy^/T,
d'où ¥ m z = p y , et, d'après 2.3.12, z=pu, avec ueÇl^no^, donc ¥mx=pn¥mu, ce qui
prouve (a). Pour (fc), supposons d'abord n ̂  ^i, donc r= Ji, et raisonnons par récurrence sur h
pour m et n fixés. L'assertion est triviale pour /î=0. Soient xeQY^'-'/T» .V^^Y/T» ^Û^T1

tels que
pm+^^^^^^-m^ ^^ ^

Par l'hypothèse de récurrence, ¥ m + h x e p h ~ l Q^, donc, en vertu de (a),
F^X^^F^M, avec ue^n,^^. On en déduit

Fm+^-pn-(h- l)^=p-^+^-l)dz,
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ce qui entraîne, d'après 2.3.14 (b), que

F-^eB^Qx/s

(où u est la réduction de u mod p). D'après 2.3.12, on a donc u=0, donc u=pv, avec
feûv^/T' et ¥m+hx=ph¥m+hv, ce qui prouve (b) dans le cas envisagé. Supposons
maintenant h ̂  n, donc r=n, et raisonnons par récurrence sur n, pour m et h fixés.
L'assertion est triviale pour n=0. Soient xeQy^/T» J^QY/T» ^eû^T116^ q^

F^X^^+P'^Z (^ ^

Par l'hypothèse de récurrence, on a ¥m+hx=pn~l ¥m+hu, avec MeQY^'/T' On en déduit

¥m+hu-py=p~(m+n~l)dz,
d'où, d'après 2.3.14 {b) :

F-^eB^Qx/s

(où u=u mod p). Comme h ^ n, on a B^+^Qx/s c K m + h ^ x / s » et l'011 conclut comme
précédemment que u=pv, avec ueQy^^'/T' ce ci111 achève la démonstration.

Variante 2.3.17. - A la place des hypothèses 2.3.1, faisons les suivantes. Supposons
donnés : (a) un Z^-schéma plat T relevant S, muni d'un endomorphisme F-r relevant le
frobenius Fg; (b) un schéma Y lisse sur T relevant X/S; (c) un endomorphisme Fy de Y
relevant Fx et compatible à F^.

Notons Y^7^ (ou Y^) le schéma déduit de Y par le changement de base F-p, et
Fy/T : Y -> Y^ le T-morphisme déduit de Fy par la factorisation canonique. Alors la flèche
canonique Fy/r ÛY(F)/T -> Qy/T (resp. Û^/T ^(FY/T)*^^/T) a son image contenue dans
P'O^/T [fesp. P^FY/T)* ^/T]- Si l'on note Fy/T (ou F) : FY/^QY^/T ̂  ^Y/T l'homomor-
phisme d'algèbres graduées défini à partir de l'homomorphisme canonique par division
par p1 en degré i, et F sa réduction mod p , les conclusions de 2.3.8, et 2.3.12 à 2.3.16
sont encore valables, nous laissons au lecteur les détails de la vérification.

2.4. Différentielles logarithmiques.
2.4.1. Soit X -> S un morphisme lisse de Fp-schémas. Pour chaque entier f , notons, avec

Milne [5l], v ( f ) le faisceau abélien sur X défini par la suite exacte

w-cx/s ^
(2.4.1.1) 0^v(f)-^ZQx/s———^ws-

avec les notations de 2.1 (W* : Qx/s "^x^/s désignant par abus la flèche d'adjonction
^x/s —> ̂ * ̂ x^/s)' Le faisceau v ( f ) est un faisceau de F p- vectoriels sur le site zariskien de X.
On le considérera parfois comme faisceau sur X pour la topologie étale, la flèche W* — Cx/s
étant compatible à la localisation étale.

Pour i=0, ZOx/s s'identifie à (9^p) par Fx/s (2.1.9) et la dernière flèche de (2.4.1.1) à
l'endomorphisme FX(P) — 1 de O^p), donc

(2.4.1.2) v (0) = le faisceau constant Fp sur X.
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Pour f = 1, on a, d'après 2.1.18 :

(2.4.1.3) v(l)=^log(^x).

La généralisation suivante est due à Bloch [13].

THÉORÈME 2.4.2. - Sous les hypothèses de 2.4.1, pour tout i^ 1, v ( f ) , considéré comme
faisceau sur X po^r la topologie étale, est le sous-faisceau abélien de Qx/s engendré localement
(pour la topologie étale) par les différentielles logarithmiques, i.e. les sections de la forme
rflogXi . . . d\ogXi, pour X i , . . . , x^eO^.

J'ignore si, pour f^2 , v ( f ) est engendré localement pour la topologie de Zariski par les
différentielles logarithmiques.

La démonstration qui suit reproduit, à quelques détails près, celle de Bloch (toc. cit.).
Commençons par montrer qu'on peut se ramener au cas où S est réduit. On peut d'abord

supposer S affine et X de type fini sur S. Écrivant l'anneau de S comme limite inductive de ses
sous-Fp-algèbres de type fini, et utilisant le fait que W^-Cx/s : Z^x/s -> °x^/s commute
aux limites inductives filtrantes d'anneaux de base, on se ramène au cas où S est de type fini
sur Fp, en particulier noethérien. L'idéal définissant S^ est donc niipotent, de sorte que,
pour étendre la conclusion du théorème de S,^ à S, il suffit de faire le pas suivant : si S'est un
sous-schéma de S défini par un idéal 1 de carré nul, et si la conclusion du théorème est vraie
pour X7S', où X'=X x g S', alors elle est vraie pour X/S. Soit œeZQx/s une forme telle que
Cœ—W*œ=0 , montrons que, localement pour la topologie étale sur X, œ est une somme de
différentielles logarithmiques. L'image œ' de œ dans ZQx'/s' vérifie C œ /-W*œ'=0, donc,
par hypothèse, est, localement pour la topologie étale sur X', somme de différentielles
logarithmiques. Comme ̂  -> ̂  est surjectif et que les morphismes étales U' -> X' se
relèvent sur X, on voit que, quitte à se localiser pour la topologie étale sur X et à retrancher
de œ une somme de différentielles logarithmiques, on peut supposer que œ'=0, en d'autres
termes que œeI .ZQx/s- Du ^ q^ I^O, donc a fortiori P=0, W* annule
I .ZOx/s» donc v(f)nI .ZQx/s=K e r(Cx/s) n I• z^x/s ' et comme Ox<^/s est P^1 sur S,
on déduit de (2.1.11) :

v ( f ) n I . Z Q x / s = I - B Q x / s -

D'après 2.2.8(fc'), toute section de BQx/s est localement somme de formes du type
dx^d\ogx^ . . . ^logXi,avecxi, . . . , x^e^. On est donc ramené à montrer que, pour a el,
a d x ^ d \ o g x ^ . . . dïogXi est (localement pour la topologie étale sur X) somme de
différentielles logarithmiques. Mais en fait, adx^ est déjà une différentielle logarithmique :

a dx i = — à log (1 — ax i)

(car a^O), d'où la conclusion.
Nous supposerons donc désormais S réduit. W* est alors injectif, et (2.4.1.1) donne, par

passage au quotient, une suite exacte
w*-cx/s .

(2.4.3) 0^v(f)^ZQx/s/BQx/s———^/s/BO^/s.
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Notons L= Fp[<Px] le Fp-module libre engendré par le faisceau d'ensembles (9^ (pour la
topologie étale, avec laquelle nous travaillerons dans toute la suite de cette démonstration)
[cf. (SGA4II6.5, IV 11.3)]. Si x est une section (locale) de ̂ , nous noterons d_\og x son
image dans Fp[^x] par l'application canonique. L'application

(2.4.4.0) ]"[ ^^ZQx/s- (^ . . . ,x , )h^log(xi ) . . . r f log(x , )
1^1

définit une application Fp-linéaire A'L-^ZQx/s» (roù une application O^AmésuTe
O^P) 00 A1 L -> Z Qx/s » et finalement une application (9^-lmésiire

(2.4.4) (p : ^x^A^L^H^Qx/s)-

telle que

(p(arflogxi .. .d\ogXi)= classe de ad\ogx^ . . . ^logx»,

pour a e (9^, x i, . . . , Xi e (9$.

LEMME 2.4.5. — L'application (p ê5î surjective.
Comme ^x est additivement engendré par ^, toute section de Qx^/s est localement

somme de formes du type a W*(^logxi . . . d\ogXi),2i\ecaeO^, X i , . . . , x.e^x-01'011 a

Cx/^W*(rflogXi . . . rflogx,))=aCx/|(W*(dlogXi . . . d\ogx,)
= classe de ad\ogx^ . . . r f logXi.

L'assertion découle donc de 2.1.9.
D'autre part, l'application composée de (2.4.4.0) et W* :

Y[ ^x-^°x^/s. (x!» . . ., x,)h->W*(^logXi . . . r f l o g X f ) ,
l^^f

définit une application Fp-linéaire A'L-^Qx^/s ' ^'°ù une application ^wAmésure :

(2.4.6) u: ^x^A'L-^Qx^/s-

telle que

u(arflogxi .. .d logx,)=aW*(rf logXi . . . rflogXi),

pour aed)^, Xi , . . . , x^e^, et, par passage au quotient, une application (D^Améaiïe

(2.4.7) \|/: ^^A^L-^Qx^s/BQx^/s-

Les applications u et v[/ sont surjectives.
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LEMME 2.4.8. — Le carré suivant est commutatif :

CO^^L^-H1^)
(F-D01 1 1 W*-Cx/s

^x^A^L ^ ûx^/s/Bûx<'"/s

Pour aeC^w, Xi, . . . , x^e^, on a en effet

(W*-Cx/s)(p(^logx, . . .^logx,)=(W*-Cx/s)(^logXi . .. ^logx,)

=classe de (a^—ûQW^dIogXi . . . rflogx;)

=\|/((ap—a)^logXl .. .d\ogXi).

Grâce à (2.4.3), 2.4.5, 2.4.8 et à la surjectivité de (2.1.20), on obtient un diagramme
commutatif à lignes et colonnes exactes (pour la topologie étale) :

0 0 0

l [ l
0 - ^ R 1 — — ^ Q 1 - — — — > v(Qi i i
0 -, N1 -> ̂ (SA'L-^H1^^——> 0

(F- l ) ®1 W*-Cx/s
4, 4. 4.

0 -> P1 -> ^x^^A1!. -^ Qx^/s/K^^/s -^ 0i i
0 0

L'énoncé 2.4.2 signifie que Ql -> v (f) est surjectif, ou, ce qui revient au même par le lemme du
serpent, que N'-^P1 est surjectif. Il est vrai, comme on l'a vu plus haut, pour i^l.
Remarquons que, si l'on note a la flèche (F—1)01 du diagramme ci-dessus, on a
a(xy)=a(x)^ pour xe^x^OOA'L, ^GÀ^'L (le produit étant le produit extérieur). Pour
établir la surjectivité de N1 -^ P1 pour tout i, il reste donc à démontrer le lemme suivant :

LEMME 2.4.9. — Pour i ̂  2, P l est localement engendré additivement par les éléments de la
forme yd\ogx^ .. . rf logx, , pour x^, .. ., x,e^^ y e P 1 .

Posons M^Ker^) (2.4.6). On a NTcF1. Soit z une section de P1. Alors
u(z)eBQx^/s' donc [2.2.8 (b')] u(z) est localement somme de formes du type
?iW*(^Ci)W*(^logX2 . . . ^logx^pourÀ-e^s^i» . • . , x^e^^. Donc, quitte à retrancher
de z une somme d'éléments de la forme ?iW*(xi)^logXi .. . J logXi [qui sont de la forme
requise dans le lemme, car ?iW*(xi)dlogXi eP1], on peut supposer que u(z)=0. Mais cela
entraîne (par l'exactitude à droite de A) que z est localement somme d'éléments de la forme
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yd\ogx^ . . .d_\ogXi, avec^eM1 , x^, . . . , x^e(9^, et comme M^P1, le lemme est
démontré, et, partant, le théorème 2.4.2.

Ce théorème répond à une question de Milne [5l], 1.4. Si X/S est de dimension
relative ^p, on en déduit, sous les hypothèses de 2.4.1, une suite exacte pour la topologie
étale

. w*-cx/s .
(2.4.10) SK,(^x)^ZÛx/s———^Ox-/s-^0,

où SK,(^x) est le sous-faisceau du faisceau K;(^x) de Quillen engendré par les symboles
[ x ^ , . . . , X i ] (pour Xi, . . . , x,e^^), et la première flèche est l'homomorphisme
«(-l)1"1^/^'-!) ! »deBloch [12], I, § 3, qui envoie { x i , . . . , x^} sur diogx^ . . . d\ogXi.
On ignore si le noyau de cette flèche est exactement pSKf(^y).

2.5. Formes indéfiniment fermées. — On désigne par S un schéma parfait de car. p .
2.5.1. Soit X un schéma lisse sur S. Posons

z.ox-n z^
(2.5.1.1)

n^O

B^O^=UB^L
n^O

où Z^ Q^ = Z^ Q^/s, B^ Q^ = B^ Qx/s (2.2.2). Rappelons que Zi Qx est 1e faisceau des i-formes
fermées, et que l'opération de Cartier inverse C~1 =C^1 (2.1.4) définit un isomorphisme
Z^ ^> Z^+1 /Bi, d'inverse donné par l'opération de Cartier C = Cx (2.1.21). Z^ Qx est donc

le faisceau des f-formes x telles que dx=0,dCx=Q, . . . , ^ C " x = 0 , . . . , dites encore/orm<?s
indéfiniment fermées. C opère sur ce faisceau, et les suites exactes (cf. 2.2.5) :

(2.5.1.2) O^B^QX-^Q^ÛX^O

montrent que B^Qx est 1e sous-faisceau de C-torsion de Z^Qx- Sur le quotient
Zoo Ox^oo ̂ L C mduit un opérateur injectif, qui est en fait un automorphisme. Par passage
à la limite projective suivant les inclusions naturelles, les suites exactes

0 -^BiQx^Z^ iQx^Qx^O

fournissent en effet une suite exacte

(2.5.1.3) O^BiQx-^oo^x^Z.ûx-^O.

Par ailleurs, C~ 1 : Ox -̂  ̂ x/^ induit des isomorphismes B^ ̂  B^+1 /Bi, d'où, par passage
à la limite inductive, un isomorphisme Boo-^B^/Bi, et, par passage au quotient, une
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injection

(2.5.1.3) C-1: Q X / B O O Û X - ^ O X / B O O Û X ,

dont l'image est Zi Qx/B^ Qx. Plus généralement, l'image de C~" est Z^Qx/Bco ûx, et l'on
vérifie aisément que l'on a

(2.5.1.4) Z,Qx/Boo^x=n C-W/Booûx).
n^O

L'opérateur induit par C~1 sur Z^ Ox/Boo ^x est inverse de C.
On supposera désormais que S est le spectre d'un corps parfait k.
Le résultat suivant et ses corollaires sont dus à Raynaud [63].

PROPOSITION 2.5.2. — Soient X un S-schéma lisse de type fini, et ieZ. Si V est un
sous-k-espace de dimension finie de H° (X, Z^ Q^)» alors le sous-espace stable par C engendré
par V, ^ C"V, est de dimension finie sur k.

n^O

2.5.3. Différons la démonstration, pour dégager tout de suite quelques conséquences.
Soit X un S-schéma lisse. Il résulte de 2.5.2 que, pour tout ouvert affine U de X, Z^ Qx (u)
est réunion de ses sous-^c-espaces de dimension finie E stables par C. Comme k est parfait,
chaque E se décompose canoniquement en

^-^Hiiip®^,

où E^ip est le plus grand sous-espace sur lequel C est niipotent, donc E^ip = E Ç} B^ Qx (U),
et E,, la partie « semi-simple » de C, i. e. Q C" E, sur laquelle C est un automorphisme. On

n^O
en déduit une décomposition canonique

( 2 - 5 - 3 - 1 ) Z,Qx(U)=B,Qx(U)eZ,Qx(UL,

avec

(2.5.3.2) ZooûxOJL^UE^

où E parcourt les sous-fe-espaces de dimension finie de Z^ Q^ (u) stables par C. La formation
de la partie semi-simple étant fonctorielle en le fe-espace de dimension finie muni d'un
opérateur p~ ̂ linéaire, les Z^ Qx (UL, pour U ouvert affine variable de X, forment un sous-
faisceau (Z^o OxL de Z^o Qx» et ^a décomposition (2.5.3.1) se faisceautise en .

(2.5.3.3) Z,Qx=B,Qx®(Zooûx^.

Rappelons (2.4.1) qu'on a défini le faisceau de Fp-vectoriels

(2.5.3.4) v (^ )=Ker ( l -C :Z ,Qx^^x) = ^r ( l -C :Z ,ûx- > Zoo^x)»
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qui, d'après 2.4.2, est formé des différentielles qui, localement pour la topologie étale, sont
logarithmiques. Il résulte encore de 2.5.2 que, si k est algébriquement clos, la flèche
canonique

(2.5.3.5) v(f)®^(Z,QxL
^

est un isomorphisme. En effet, pour tout sous-espace E comme en 2.5.3.0, on sait que,
k étant algébriquement clos, E possède une fc-base de vecteurs fixes par C, i. e. que la flèche
canonique K e r ( l — C : E ^ E ) ( g ) / c - ^ E est un isomorphisme. Plus généralement, sans

Fp
supposer k algébriquement clos, on voit que, pour toute section xde (Z^Qx)ss(su]^unouvert
affine de X), il existe une extension finie k ' de k telle que x soit combinaison k'-linéaire de
sections de Z^ Qx®^ ( = z / ^(x^k'))ûxes P^ c» donc localement (pour la topologie étale)
logarithmiques sur X (x) k ' .

Ces remarques, jointes à (2.5.1.4), entraînent le fait suivant : si V est un ^-sous-espace de
dimension finie de Qx(U)/Bœ Qx(U) pour U un ouvert affine de X, on a

(2.5.3.6) dimj^ €-"¥)<+oo o Vc:Z^Qx(U)/B^Qx(U).
n^O

La démonstration de 2.5.2 va reposer sur le lemme suivant :

LEMME 2.5.4. - Soient X un S-schéma de type fini, normal, et x un point de codimension 1
de X. Soient r un entier ^1, et œ une forme mer omorphe fermée sur X, ayant en x un pôle
d'ordre ^p^ Alors Cœ a en x un pôle d'ordre ^r-l.

Soit z une équation locale en x du sous-schéma fermé intègre adhérence de x dans X. Par
hypothèse, œ s'écrit, au voisinage de x, œ=z -prœl, avec œi holomorphe au voisinage de x.
Nécessairement, o)i est fermée, et, par la p~ ̂ linéarité de C, on a C(ù=z~If ' Ccùi, d'où la
conclusion.

Prouvons maintenant 2.5.2. Soit (œi, . . . . œ,) une base de V. Il s'agit de prouver que le
sous-espace de H°(X, Z^ Ox) engendré par les C"^, n^O, 1 ̂ j^r, est de dimension finie.
On peut supposer X affine, et plonger X comme ouvert dans un schéma normal X, propre
sur k. Soit P l'ensemble (fini) des points de codimension 1 de X n'appartenant pas à X, et
soit N un entier ^ 1 tel que, pour 1 ̂ j^r, œ^ ait en tout point xeP un pôle d'ordre ^p^.
D'après 2.5.4, il en est de même alors de C" o, pour 1 ̂ j ̂  r et tout n ̂  0. Si X' => X désigne
l'ouvert de lissité de X, il existe donc un diviseur effectif D de X', de support contenu
dans X — X , tel que l'on ait

(*) E C^VŒH^X'.QX'P)).
n^O

Mais, X étant propre et normal, le second membre de (*) est de dimension finie sur k, d'où la
conclusion de 2.5.2.
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Notons par ailleurs la conséquence immédiate suivante de 2.5.4 :

COROLLAIRE 2.5.5. - Sous les hypothèses de 2.5 A, supposons que © vérifie Cœ = œ. Alors,
cùfl, en x , un pôle d'ordre ^ 1.

Par un argument analogue à celui utilisé pour démontrer 2.5.2, on en déduit :

COROLLAIRE 2.5.6. - Soient X un S-schéma lisse de type fini, etieZ. Alors le sous-k-espace
de H°(X, ^engendré par les formes fermées fixes par C[i.e. les sections globales de v(i)]est
de dimension finie.

Remarque 2.5.7. - Le sous-espace considéré dans 2.5.6 s'identifie à H° (X, v (i))®k par
l'application canonique H°(X, v(0)(x)fe-Œ°(X, ZO^)- Cette application est en effet
injective : cela résulte, par réduction au cas où k est algébriquement clos, de
risomorphisme (2.5.3.5). Par suite, H°(X, v(i)) est de dimension finie sur Fp.

3. COHOMOLOGIE CRISTALLINE.

3.1. PD-complexes de De Rham.
3.1.1. Soit T un topos, et soit A un anneau (commutatif, unitaire) de T. Nous appellerons

A-algèbre différentielle graduée (en abrégé, A-adg) toute A-algèbre graduée B à degrés ^0,
strictement anticommutative (i.e. telle que xy=(-l)ijyx pourxeB 1 , yeB^ eix2=Q
pour x e B l , i impair), munie d'une différentielle A-linéaire d : B l -> B l + 1 telle que d2 =0, et
d(xy)=(dx)y-^(-l)lxdy. Un homomorphisme de A-adg est un homomorphisme de
A-algèbres graduées, compatible aux différentielles. Rappelons que si R est une A-algèbre
(commutative, unitaire), le complexe de De Rham QR/^ est une A-adg, universelle dans le
sens que tout morphisme de A-algèbres R -> B°, où B est une A-adg, se prolonge de manière
unique en un morphisme de A-adg QR/^ -> B-

Soit B une A-adg. Nous appellerons B-module différentiel gradué (à gauche) (en abrégé,
B-mdg) tout B-module (à gauche) gradué M, muni d'une différentielle d : M '' -> M i + 1 telle
que d2 = 0, et d (bx) = (db) x + ( -1)l bdx pour b e B l , x e Mj. Un morphisme de B-mdg est un
morphisme de B-modules gradués, compatible aux différentielles. Définition analogue pour
la notion de B-mdg à droite. Tout B-mdg à droite M peut être considéré comme un B-mdg à
gauche par la règle bx = ( -1)ij xb, pour b e B l , x e MJ. Par un idéal différentiel gradué de B
(en abrégé, idg de B), on entendra un sous-B-mdg de B considéré comme B-mdg à gauche
(c'est alors automatiquement un sous-B-mdg de B considéré comme B-mdg à droite). Si 1°
est un idéal de B°, l'idéal gradué de B engendré par 1° et dï° est'un idgl de B, dont la
composante de degré 0 est 1°, et qui est le plus petit idg de B ayant cette propriété : on dit
que I est Vidg engendré par 1°; pour tout n, I" est engendré additivement par les éléments de
la forme bdx^ . . . dx^, pour fceB°, Xi , . . . , x^el°. Si Jest un idg de B, l'algèbre graduée
quotient B/J, munie de la différentielle définie par passage au quotient est une A-adg.

Soit E un B°-module. Nous appellerons connexion sur E relativement à B un
homomorphisme V : E-> E ® B1 tel que V(foc)=Z?V x+x®db pour tout beB° et

B°

toutxeE. Toute connexion V sur E rel. à B se prolonge, de manière unique, en un
homomorphisme V : E® B^E® B1^ tel que V(x®fc)=(Vx)fc+x(x)^, pour

B° B°
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tout b e B 'et x e E. On dira que V est intégrable si le composé V2 (qui est B°-linéaire) est nul
(il suffit pour cela que V2 | E=0). Si V est intégrable, le B-module gradué E (g) B, muni de la

B°

différentielle V, est un B-mdg, dit complexe correspondant à (E, V).
3.1.2. Soient A un anneau de T, (B, I, y) une A-PD-algèbre. L'idéal de Qg/A engendré par

les éléments ̂  (y ̂ (x) )—Yn_i(x)^x , pour xel ,n^l ,es tun idg J. Le quotient Qg/A/J est donc
une A-adg, qu'on appellera PD-complexe de De Rham de B/A, et qu'on notera

(3.1.2.1) Q;^.

Il possède la propriété universelle suivante : si C est une A-adg, munie d'un PD-idéal K
de C°, de puissances divisées ô compatibles à à en ce sens que d(8n^)=8n-i(x)dx pour
tout xeK, et tout n^ l , alors tout homomorphisme de A-PD-algèbres f° : B -> C° se
prolonge de manière unique en un homomorphisme de A-adg/: QB/A.Y -> C.

3.1.3. Soient (A, I, y) un PD-anneau de T, B une A-algèbre, J un idéal de B, B = Dg ^ (J)
l'enveloppe à puissances divisées, compatible à y, de (B, J) [4], 12.4.2, J le PD-idéal de B
enveloppe de J; pour x e J, on notera x1"1 la n-ième puissance divisée de x. Rappelons que B
est engendré comme B-algèbre par les x^, pour x e J , et que, si les puissances divisées y
s'étendent à B/J, on a canoniquement B/J=B/J. On a de plus le résultat
suivant [4], IV 1.3.5 :

PROPOSITION 3.1.4. — La dérivation d : B -> Q^ se prolonge de manière unique en une
dérivation d : B -> B^gOg/^ telle que

(3.1.4.1) dx^^x^-^^dx,

pour tout xeJ et tout n^l .
Dans (loc. cit.), ce résultat est corollaire de la théorie des hyper-PD-stratifications. On peut

le vérifier directement de la manière suivante. Munissons l'idéal de carré nul BO^O^ de
l'algèbre des nombres duaux C=B©(B(g)gQB/A) de la PD-structure u^u^ telle
que u^ = 0 pour n ̂  2. D'après [4], 11.6.5, il existe alors sur l'idéalî. C + (B ®g Q^) de C
une unique PD-structure 8 compatible aux PD-structures de J et BOO^Cg/^ ^ vérifie :

(*) 8n(x@u}=x[n]@xln~l}u,

pour xeJ, M e B O O g Q B / A - par construction, ô est compatible à y. En vertu de la propriété
universelle de B, l'homomorphisme

B -̂  C, /b ̂  b. li©(li®^),

se prolonge en un A-PD-morphisme B -> C, section de la projection C -> B, donc de la
forme x i-̂  x@dx, où d est une A-dérivation de B dans B (g)g ûg/A. Le fait que ce morphisme
soit un PD-morphisme entraîne, d'après (*), que dx^^x^'^^dx pour toutxeJ et
tout n^l , ce qui prouve l'assertion d'existence. L'unicité est évidente.
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La dérivation d : B -^ B ®g Q^ se prolonge de manière unique en une antidérivation d de
la A-algèbre graduée BS^O'B/A» et d'après (3.1.4.1), rf^O. En vertu de 3.1.2, il existe
donc un unique homomorphisme de A-adg :

(3 l 1-5) Û^^->B®,Q^,

égal à l'identité en degré zéro.

PROPOSITION 3.1.6. — L'homomorphisme (3.1.5) est un isomorphisme.
En effet, il résulte aussitôt des définitions que l'homomorphisme de A-algèbres graduées

B ®g ÛB/A —> ^B/A, [ ] '

égal à l'identité en degré 0 et au composé des flèches canoniques

BgîgQfi/A —> ^B"/A —>> ^B/A,[ ]'

en degré 1, est compatible aux différentielles, et par suite inverse de (3.1.5).

COROLLAIRE 3.1.7. — Soient M une A-adg, K un idéal de M° muni d'une PD-structure
compatible à à (au sens de 3.1.2) et à y. Tout homomorphisme de A-algèbres
f : B —> M ° tel que f (J) c: K se prolonge de manière unique en un homomorphisme de
A-adg f : B^gQg/A "̂  M tel que f° soit un PD-morphisme.

Cela découle immédiatement de 3.1.2, 3.1.6, et de la propriété universelle de B.
3.2. Calcul de la cohomologie cristalline. — Pour les rappels qui suivent, la référence de

base est l'ouvrage de Berthelot [4], mais les notes de Berthelot-Ogus [11] suffisent. Le lecteur
pressé pourra également consulter les résumés [33] et [34].

3.2.1. Soient S un schéma où le nombre premier p fixé est localement niipotent, 1 un idéal
quasi cohérent de ^5, y une PD-structure sur 1 (autrement dit, (S, I, y) est un PD-schéma au
sens de [4], 11.9.6). Soit X un S-schéma tel que les puissances divisées y s'étendent à X [4],
12.1 (i. e. tel qu'il existe une PD-structure sur 1. (9^ telle que X -> S soit un PD-morphisme;
cette condition est automatiquement remplie si I est localement principal, ce qui couvre le cas
essentiel que nous avons en vue, où S=Wn(So), So le spectre d'un corps parfait (plus
généralement un schéma parfait) de car. p , I étant l'idéal (p), muni des puissances divisées
canoniques). Rappelons la définition du site cristallin de X par rapport à (S, I, y),
Cris(X/S) [4], III 1.1.1. Les objets sont les S-PD-épaississements d'ouverts de Zariski de X,
i.e. les triplets (U, T, ô), où U est un ouvert de Zariski de X, T un S-schéma muni
d'une S-immersion fermée de U dans T, définie par un idéal J muni de puissances divisées ô
compatibles à y (J est alors un nilidéal, donc T et U ont même espace sous-jacent); une flèche
(U, T, ô) -> (U', T', ô') est un S-PD-morphisme T -^ T envoyant U dans U'; la topologie
est définie par la prétopologie pour laquelle les familles couvrantes sont les familles
(U,, T\, ÔJ -> (U, T, ô) telles que les T\ forment un recouvrement ouvert de T. Le topos
des faisceaux sur Cris(X/S) est noté (X/S)^s (ou, s'il y a lieu de préciser, (X/S, I, y)^s).
Rappelons (loc. cit.) qu'un faisceau E sur le site cristallin de X/S peut être décrit comme la
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donnée, pour chaque objet (U, T, ô) d'un faisceau E^j T,§) (ou E(T)) sur T (pour la
topologie de Zariski), et pour chaque flèche/: (LT, T, 8') -^(U, T, 8) d'une flèche
/* E(T) -> E(T') , vérifiant la condition de transitivité habituelle pour un composé fg, et étant un
isomorphisme quand T -> T est une immersion ouverte. Comme exemples de faisceaux
sur Cris(X/S), citons le faisceau d'anneaux <Px/s' dit faisceau structural, défini
par (U, T, S)\—> 0^, et le faisceau d'idéaux Jx/sc::^x/s associant à chaque (U, T, ô) l'idéal
définissant U dans T. On dit qu'un (9^-moduie E est un cristal (en (^^-moduies) si, pour

f
chaque flèche (U', T, 8') -> (U, T, ô) du site cristallin, la flèche correspondante/* E^ -> E^')
est un isomorphisme (de O^moduks). Ainsi, ^x/s» considéré comme ^x/s'1110^^, est un
cristal, mais non Jx/s en général.

3.2.2. Notons X^. le topos zariskien de X. On a un morphisme canonique de topos [4],
III3.2 :

Mx/s^ (X/S)^->X^,

tel que F (U, i^x/s* E) = F ((U /S)^, E | (U /S)^s)) pour tout faisceau cristallin E et tout ouvert
de Zariski U de X [le foncteur image inverse i^x/i est donné par (Mx/s(F))(u ,T,ô)=F|U]. Le
morphisme ^x/s est un morphisme de topos annelés de façon naturelle quand on munit X non
pas du faisceau structural mais du faisceau / ~1 (^§) (où / : X -> S est la projection) et (X/S)^s
du faisceau structural. Le foncteur R^x/s, envoie D-" ((X/S),^) (d^ D-" ((X/S^, (Px/s)) dans
D^X,/"1^), et si/cris : (X/S)cris -)> S désigne la projection, on a un isomorphisme
canonique de D'^ (S, ^s) :

R/^E=R/^Rux/s.E,

pour tout EeobD"" ((X/S)^).
3.2.3. Soit E un cristal en (9^-mod^es (au chapitre II nous n'aurons besoin que du

casE=^x/s)- Rappelons le calcul standard deR^x/s^E quand X/S est lissifiable. Soit
i : X -> Y une S-immersion fermée, définie par un idéal J, dans un S-schéma lisse Y.
Notons Y l'enveloppe à puissance divisées, compatible à y, de J (notée Dx y (Y) dans [4],
14.1.3). D'après [4], IV 1.3.4, 1.3.5, l'crisJE) est un cristal en G)^^-modu\es, tel que
i'cris*(E)Y=EY. Le (^^-moduie Ey est donc muni, d'après [4], IV 1.6.5, d'une connexion
intégrable rel. à S, de sorte qu'on peut former le complexe de De Rham de Y/S à coefficients
dans EY, EY®OY/S- Quand E=^x/s» ce complexe n'est autre que le complexe

(PY

(9^ (x) QY/S =^/s, [ ] considéré dans (3.1.5), d'après [4], IV 1.3.5. (On peut encore inter-
^ 'Y '

prêter le complexe Ey ® Oy/s ^e ^a manière suivante : d'après [4], IV 1.6.3, Ey est muni
fi?Y

d'une stratification rel. au PD-groupoïde affine Dx (Y/S) formé des enveloppes D^ (Y^/S);
d'après [4], IV 1.3.5, ce groupoïde est différentiellement lisse [4], II 4.3.2 et son complexe de
De Rham est (9^ ®QY/S? en vertu de [4], II 4.3.10, Ey est donc muni d'une connexion

(PY
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intégrable rel. à (9^ (g) ûy/s» et 1e complexe correspondant (c/. 3.1) s'identifie, d'après [4],
C?Y

IV 1.3.5, au complexe Ey ® Oy/s défini ci-dessus.) Cela posé, on a le résultat fondamental :
Û?Y

THÉORÈME 3.2.4. — II existe un isomorphisme canonique de D(X,/- l(^s)) :

(3.2.4.1) R^x/s*E z> EY(X)ÛY/S-

En effet, on a Ru^^E=Ru^^i^E (le foncteur f^ étant exact [4], IV 1.3.2), ce qui
ramène au cas où X est lisse sur S. L'énoncé n'est alors qu'un cas particulier de [4], V 2.3.2.

La démonstration de (loc. cit.) montre de plus que, lorsque E = ̂ x/s (ou P^8 généralement
est un cristal en ^x/s-^gèbres), l'isomorphisme (3.2.4.1) est compatible aux structures
naturelles de produit des deux membres.

Il découle de 3.2.4 que le complexe Ey ®ûy/s est indépendant, à isomorphisme près
(PY

dans D(X, /-1 (&;)). du choix de la lissification i. Plus précisément, si./ : X->Z est une
S-immersion fermée dans un schéma Z lisse sur S, et si h : Y -> Z est un S-morphisme
tel que hi=j, l'homomorphisme

(3.2.4.2) Ez ® Qz/s -^ Ey ® Q'Y/s
^Z ^Y

induit par h est un quasi isomorphisme de complexes de/"1^)-1110^1^-
3.2.5. L'isomorphisme (3.2.4.1) possède les propriétés de fonctorialité et de

compatibilité au changement de base suivantes :

(à) Fonctorialité. — Considérons un diagramme commutatif

X'c>Y '

X c ^ Y

-\!
S

où f, i ' sont des immersions fermées. Y, Y' sont lisses sur S. On suppose que les puissances
divisées y s'étendent aux schémas de ce diagramme. Soient E (resp. E') un cristal en
d)^mod\des (resp. O^^-modules), et a : E-^R^E' une flèche de D((X/S)^s, ^x/s)-
Grâce à la commutativité du carré

(X'/SL/^X/SL,
"x'/s "x/s

^ z a r ^ ^zar
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on déduit de a une flèche

R^x/s^-^^x/s^-

D'autre part, a définit, grâce au diagramme, une flèche

E^ ® QY/S ̂  R^ (E^, ® QY'/S)-
OY ^Y'

Ces deux flèches rendent commutatif le carré suivant, où les flèches verticales sont les
isomorphismes définis par (3.2.4.1) :

Ri^E-^R^R^x/s.E'

EY (g) Q'Y/S -^ Rg^ (E^ ® ÛY /s)
(Py ^Y'

(c/. [4],V2.3.4).

(b) Changement de base. - Considérons un diagramme commutatif
i J

X^ Y————.Y'

\ ^ h ^
( S , I , Y ) ^ ( S / , ^ , Y ' )

où h est un PD-morphisme, i etji sont des immersions fermées, Y/S et Y 7 S'sont lisses. Soit E
un cristal en (9^,^ -modules. On a alors des flèches canoniques R^x/s'* E -> ̂ x/s* E'
Ey ® OY'/S' -> EY ® ÛY/S» clul rendent commutatif le carré

(9y (Py

R^/s.E^R^x/s.E
( 3 . 2 . 4 . 1 ) | ^ ^N3.2.4.1)

Ey 00 QYVS'^EY ® ^Y/S
(PY' ^Y

(cf. Joc. cfr.). Rappelons d'autre part que si le carré

Y-^Y'i i
h

s-^s'
est cartésien et si h induit un isomorphisme entre les sous-schémas définis par I et I', alors,
d'après [4], 12.8.2, la flèche naturelle;* ̂ y' "̂  ^Y est un isomorphisme, donc aussi la flèche

(Ey ® ^YVS') ® ^s -> EY ® °Y/S.
^Y' GS' ^Y

déduite de (*).
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3.2.6. Les techniques de descente cohomologique permettent d'étendre le procédé de
calcul 3.2.4 au cas non lissifiable. Soit/: X -> S un morphisme localement de type fini. Il
existe alors un hyperrecouvrement ouvert p : U -> X et une S-immersion fermée i : U -> Y
dans un schéma simplicial Y lisse sur S (i. e. telle que chaque composante Y^ soit lisse sur S).
Notons (U/S)cris le topos défini par le topos simplicial [n] •-^(U^/S)^, dont les objets sont les
systèmes de faisceaux L^eob(U»/S)^is. U^ L^ -> L^ pour (p : [n] -> [m], avec condition de
transitivité (cf. [32], VI et [4],.V3.4.1). Si U^r désigne le topos défini de manière analogue
par le topos simplicial [n] i->(U^, les morphismes u^/s définissent un morphisme de topos
u : (U/S)cris -> U^r • Soit L un (9^^ -module dont la restriction à chaque U^ est un cristal,
alors, par le même argument que celui utilisé pour prouver 3.2.4, on montre l'existence d'un
isomorphisme canonique

(3.2.6.1) RMU/S ,L^LY®QY/S
'C?Y

de D(U, (fp)~1 ̂ s)' Si maintenant E est un cristal en ^x/s-ï^dules, la flèche d'adjonction

E-.Rj^p*E

est un isomorphisme par descente cohomologique (cf. par exemple [4], V3.4.8), et, en
appliquant (3.2.6.1) à L=p* E, on trouve un isomorphisme canonique

(3.2.6.2) RMX/S,E^R^(EY(X)QY/S).
. C?Y

Cet isomorphisme jouit de propriétés de fonctorialité et de compatibilité au changement de
base analogues à 3.2.5. Étant donné un diagramme commutatif

p' JJ'<^Y'

où p , p ' sont des hyperrecouvrements ouverts. Y, Y' des schémas simpliciaux lisses sur S, f , i '
des immersions fermées, et où l'on suppose que les puissances divisées y s'étendent aux
schémas du diagramme, alors, pour toute flèche a : E -> Rg ^ E', où E (resp. E7) est un cristal
en ^x/s (^sp. ^x'/s)-modules, on a un carré commutatif

RMx/s*E-^*R^x/s»E'
(3.2.6.3) (3-2-6-2) | " " h32 '6^

Rp* (EY ® ^Y/s) -̂  R^* RP* (EY' ® ^Y'/s)
(PY
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où les flèches horizontales sont définies par a et le diagramme. Cette compatibilité découle
immédiatement de la propriété de fonctorialité de (3.2.6.1) analogue à 3.2.5 (a), relative au
diagramme défini par U, LT, Y, Y'. D'autre part, étant donné un diagramme commutatif

l J

U -^ ^ ————> Y'
p[ 1 1x. t . i

\S,I ,y)-(S' , r ,y ' )

où p est un hyperrecouvrement ouvert, Y/S, Y'/S' des schémas simpliciaux lisses, i,ji des
immersions fermées, et h un PD-morphisme, alors, pour tout cristal E en (P^/^-mod\x\es, on
a un carré commutatif

Rux/s,E -^ ^x/s^

(3.2.6.4) (3.2.6.2) ^ ^ (3.2.6.2)

Rp^ (EY' ® ÛY'/S-) -> RP* (ÊY ® °Y/s)
^Y' ^Y

déduit par application de Rp^ d'un carré analogue à celui de 3.2.5 (b) relatif au diagramme
défini par U, Y/S, Y'/S'.

I. - Complexe de De Rham-Witt

La construction du complexe de De Rham-Witt, d'après Deligne [2l], est exposée aux n08 1
et 2. L'idée est la suivante. Soit X un schéma de caractéristique p (ou plus généralement un
topos annelé en Fp-algèbres). S'inspirant du formalisme de [12], on se propose de prolonger
le système projectif W.^x des anneaux de vecteurs de Witt W^x en un système projectif
d'algèbres différentielles graduées W.O'x» et les opérateurs F : W^x -^ ̂ n-i ^x»
V :W^x-^-n^x en des opérateurs F : W^Qx -^ W^-iQx, V : W^Qx -^ W^+iOx/
additifs et satisfaisant au formulaire suivant :

(1) FV=VF=p, ¥ d ^ = d , F^x^"^ [xeO^,x=(x,Q, ...)],

(2) ¥ x . ¥ y = ¥ ( x y ) , x ^ y = V ( ¥ x . y ) (x,^eW.<Px).
(3) V(xdy)=yx.dVy (x, ^eW.^x)

[la relation (3), conséquence de (1) et (2) après application de F, étant là pour permettre le
calcul de V(aAci . . . dxi) pour a. Xi , . . . , XfêW.^xL Oi1 désire, naturellement, que ce
prolongement soit canonique et fonctoriel en X, et universel en un sens convenable. La
réalisation de cet objectif se fait en trois étapes. Dans un premier temps, négligeant F, on
construit, comme solution d'un problème universel, un système projectif d'algèbres
différentielles graduées W.Q'x prolongeant W.^x» et des prolongements additifs de V
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satisfaisant à un formulaire composé de (3) et d'un cas particulier de (1) et (2), à savoir
clx_.\ y = ' V ( ^ p ~ l dx_.y) pour xe^x, .yeW.^x- La construction est facile et, bien entendu,
essentiellement unique. Il n'est pas clair toutefois, à ce stade, qu'on puisse prolonger F de
manière à satisfaire aux relations (1) et (2). C'est pourtant le miracle qui se produit, et dont
l'explication fait l'objet des deux autres étapes. On sait que, si A == Fp [T i, . . . , . TJ, on peut
décrire les vecteurs de Witt sur A comme certaines séries formelles, à coefficients dans Z p , en
les puissances fractionnaires des T(, à dénominateurs puissances de p. Les constructions de
Lubkin [46] ont suggéré à Deligne de considérer, plus généralement, un certain sous-
complexe E du complexe de De Rham de QptT^, . . . , T^^ J QpFP^, . . . , T^-r], le
plus grand sous-complexe composé de formes à coefficients dans Zp (voir 2.1). La
composante de degré Ode E, convenablement complétée, s'identifie canoniquement à W(A).
Plus précisément, on dispose sur E d'un opérateur V (2.2) tel que E°/V"E° soit
canoniquement isomorphe à W^(A). On a aussi V(x^y)=Vx .d \y pour x, ^eE, et
l'observation cruciale de Deligne est que, si E. est le système projectifdes quotients de E par
les idéaux différentiels gradués engendrés par les V"E°, E., muni des opérateurs induits
par V, s'identifie naturellement au pro-complexe universel W.Q^ construit précédemment.
La deuxième étape est consacrée à la démonstration, assez technique, de ce résultat. Le
problème du prolongement de F est alors résolu dans le cas particulier où X est le topos
ponctuel annelé par A : en plus de V, on dispose en effet sur E d'un opérateur F, induisant
des opérateurs de E^ dans E^-i vérifiant, avec V, les formules (1) et (2). La dernière étape,
facile, consiste à prouver l'existence du prolongement de F dans le cas général; l'unicité est
immédiate. Par définition, le pro-complexe de De Rham-Witt de X est le système projectif
W. QX amsl construit, et le complexe de De Rham-Witt W Qx en est ^a limite projective. Ces
objets dépendent fonctoriellement de X. En particulier, l'endomorphisme de Frobenius
absolu de X induit un endomorphisme de WQx» ̂ ont on vérifie qu'il est donné par p1 F en
degré i : il s'agit, en un sens, d'une variante « universelle » de la situation envisagée en (0 2.3)
(avec S= Fp).

Au n° 3, on étudie la structure du complexe de De Rham-Witt des schémas X lisses sur une
base parfaite S. On travaille en fait, systématiquement, avec le pro-complexe de De Rham-
Witt plutôt qu'avec sa limite projective. La raison est que la formation des W^ Qx commute à
la localisation étale sur X, ce qui permet de ramener certaines vérifications au cas où X est le
spectre d'une algèbre de polynômes sur un anneau parfait et d'utiliser la structure du
complexe des formes entières ci-dessus. Le résultat le plus important est 3.9, qui décrit le
noyau de la projection W^ Qx "̂  ̂ n-1 ̂ x comme extension de Qx 1 /Z^ par ^x/B^, où B^ et
Z^ sont les bords et cycles supérieurs du complexe de De Rham définis en (02.2). La
similitude remarquable avec la structure locale du complexe des courbes typiques de
Bloch [12], II 7 2.1, permettra, au n° 5, d'identifier ce complexe au complexe de De Rham-
Witt. Par ailleurs, 3.9 sera l'ingrédient essentiel des théorèmes de finitude de (II 2). La plupart
des résultats du n° 3 ont été inspirés par ceux de Bloch [12], II, qu'ils généralisent. Les plus
utiles, en dehors de 3.9, sont 3.3,3.5,3.14 [dont on se servira, en (II 1), pour prouver que le
complexe de De Rham-Witt « calcule » la cohomologie cristalline], et 3.27 (conduisant,
comme dans Bloch [12], III 4.1, aux suites exactes reliant la cohomologie cristalline à la
cohomologie plate à valeurs dans Zp (1) (115.5)).
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On peut se demander, pour X lisse sur une base parfaite S, de combien le complexe de
De Rham-Witt WOx diffère du complexe de De Rham (complété) de W^x' P^
précisément, quel est le noyau de la flèche canonique lim ûw^x ~^ W ̂ x- La réponse, donnée
au n° 4, est que ce noyau est l'adhérence de la « torsion » (voir 4.6 et 4.8 pour des énoncés
précis). Ce résultat fait apparaître le complexe construit par Lubkin dans [46] comme un
analogue « avec conditions de croissance » du complexe de De Rham-Witt. Il ne servira pas
dans la suite.

Le n° 5 est consacré au théorème de comparaison, annoncé plus haut, entre le complexe de
De Rham-Witt et le complexe des courbes typiques de Bloch. Bien qu'important du point de
vue théorique, ce résultat ne sera cependant pas utilisé dans le reste de ce travail.

1. PRO-COMPLEXE DE DE RHAM-WITT D'UN TOPOS ANNELÊ EN Fp-ALGÈBRES.

DÉFINITION 1 . 1 . — Soit X un topos. On appelle V-pro-complexe de DR sur X la donnée d'un
système projectifM,=((M^z' R : ̂ +1 -> M^) de Z-adg de X (03.1.1) et d'une famille
d'applications additives (V : M;, -> M^+^nel r^5 ^ue RV=VR, cette donnée étant
assujettie à vérifier les conditions suivantes :

(VI) M^=0 pour n ^ O , M? est une ^p-algèbre, et pour n ̂  1, M?=WJM?), et
R :W^+i (M?)->W^(M?) [resp. V : WJM?) -> M^i(M?)] est la flèche habituelle de
restriction (resp. décalage);

(V2) quels que soient n, i,j, et xeM^,, ^eM^, on a

V(xdy)=ÇVx)d\y;

(V3) pour tout n ̂  1 et quels que soient xeM?, yeM^, on a

Ç V y ) d x = \ ( x p ~ l y ) d y x ,

où x_=(x, 0, . . .) désigne le représentant multiplicatif de x(01.1.7).
Noter que (V 2) entraîne :
(V2') quels que soient n et a, X i , . . . , x ^ e M ^ , on a

V(adx, ... dx,)=(Va)^Vxi ... ̂ Vx,

Les conditions (V 2) et (V 2') sont équivalentes si, pour tout n, M^ est engendré, comme adg,
par M^ (i. e. toute section de M;, est localement somme de sections de la forme a dx i . . . dx,,
avec a, X i , . . . , X f e M ^ ) .

Les V-pro-complexes de DR sur X forment de manière naturelle une catégorie, qu'on
notera VDR (X), une flèche / : M. -> N. de VDR (X) étant par définition un homomorphisme
de systèmes projectifs d'adg (/„ : M^N^ tel qwfn+i V=V^, et/?=WJ/î) pour
tout n ̂  1. On a un foncteur d'oubli

(1.2) VDR (X) -. F^-alg (X), M. ̂  M ?,

où Fp-alg(X) désigne la catégorie des Fp-algèbres (commutatives) de X.
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THÉORÈME 1.3. — Le fondeur 1.2 admet un adjoint à gauche A\—>Wfl\ : on a un
isomorphisme fonctoriel

(1.3.1) Homy^ (WO;,, M.)=Hom^,^)(A, M?),

pour Aeob Fp-alg(X), M.eob VDR(X). Pour tout n ̂  1, l'homomorphisme de Z-adg
Tt» : ^W,(A)^W^QA ^ ̂  ^? 50iT l'identité (03.1.1) ^sr surjectif, et n^ : Çî\-^W ^^\
est un isomorphisme.

Posons W^QA =^ si n ^ 0, Wi OA ==^A• Supposons construit, pour n ̂  1 fixé, le système
projectif de Z-adg (R : W;QA -^^-i ^A) 0 ^ n )» et 1e8 applications additives
V : W f _ i Q^ -> WiQ^(f ^ n). Supposons vérifiées les conditions :

(())„ : RVx==VRx quel que soit xeW,Q^ ̂  "-1;
(!)„ : W,QA=W,A pour f ^ n, et R : W,A^ W,_i A (resp. V : W , _ i A ^ W , A ) est la

restriction (resp. le décalage);
(2)^ : \(xdy)==(Vx) d\y quels que soient x, ^eW^O^ f ^ ^-1;
(3)n : (V^)^;c=V(xp- l ^)dVx quels que soient xeA, ^ e W ^ A , i'^n-1;
(4)^ : l'homomorphisme 71» : Q'w^ -)> WfQA est surjectif pour tout i ̂  n.
Nous allons construire W^+1 Q^. R : W^+1 QA -^ W^ 0^ » V : W^ Q^ -^ W^+1 0^

satisfaisant aux conditions (())„+1 à (4)^-n, puis nous montrerons que l'objet W.Q^ construit
ainsi pas à pas à partir de n= 1 possède la propriété universelle requise.

Soient v : W^A)®1^ -^Q^(A) l'homomorphisme défini par

v(a®x,(S) . . . (x)x,)=V^Vxi . . . r fVx, 8 : WJA)014-1 -^OW,(A)

l'homomorphisme (surjectif) défini par £(a®xi ® . . . ®Xf)=a^Xi . . . ^c „ et K1 le noyau de
rhomomorphisme composé

WJA^^Q^^W.Qi.

La formule

u(a(x)xi ® ... ®x,)u(fc®^i ® ... ®^)=pi;(ûfc®xi (g) ... OOx,®^ ® ... (x)̂ .)

montre que © v(K1) est un idéal gradué de û^^) (mais pas stable par d en général : on a

seulement pA;(K1) c: vÇK^1)). Notons d'autre part I le sous-W^+i (A)-module de OW^(A)
engendré par les sections de la forme V.v.^x-V^^^Vx pour xeA, ^eW^(A).
Désignons enfin par N l'idéal différentiel gradué de OW^(A) engendré par I et © v(K1), et
posons l

W,^=Q^/N.

Soit R : û'w^i(A) -^ °W,(A) l'homomorphisme d'adg défini par R : W^+i (A) -> WJA). On a

w TT^R(N)=O.

4e SÉRIE - TOME 12 - 1979 - N° 4



COMPLEXE DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 545

En effet, comme 71 „ et R sont des homomorphismes cTadg, il suffit de vérifier (a) n^ R v (K1) = 0
pour tout i, (b) n^ R(I)=0. Soit x=^fla®;x^i00. - -OO^o»6^1- On a

^Rt;(x)=7iJ^RVa,®RVx,i®...®RVxJ
=7i,(^VR^®VRx^(g).. .®VRx,i)

=^VRâ^VRx,i . . . d\Rx^ [d'après (1)J

=VR($>Ai . . . dx^) [d'après (2)J =VR^£(x)=0.

D'autre part, pour xeA, ^eW^(A), on a

7^„R(V^.rfx-V(xp- l^^Vx)=7l„(RV^.^-RV(xp- l^^RVx)

= KnÇVRy.dx-\(xp~lRy)dyx)=Q d'après (3)^.

Donc (*) est vérifié, et par suite R définit par passage au quotient un homomorphisme d'adg
R : Wn+1 ÛA -> W^ ÛA- P^ construction, on a TI^+ i u (K1) = 0, donc v induit une application
additive V : W^ Q^ -> W^+i Q^, telle que V(adxi . . . dxi)=^ a^ V Xi . . . d^x, quels que
soient a, X i , .. ., x^eWJA). Les conditions (())„+1 à (4)^+i sont trivialement vérifiées. Il
reste à montrer que le V-pro-complexe de DR W.Q^ construit pas à pas par le procédé
précédent possède la propriété universelle (1.3.1). Soient M. un V-pro-complexe de DR et
/? : A-^M? un homomorphisme. Soit/i : Q^-^Mi l'homomorphisme (unique) d'adg
prolongeant/?. Soit n ^ l , et supposons/i prolongé en un homomorphisme d'adg
fi : W^QA -^Mi pour i^n (de manière unique car n^ est surjectif), les / satisfaisant à
/ ,_iR=R/, , V/-i=/,V, /°=W,(/?) pour l^n. Soit g^, : Q^) -^ M,^
l'unique homomorphisme d'adg prolongeant f^+1 = W^-n (/?). On vérifie trivialement que
^+i(N)=0, et que l'homomorphisme d'adg/^+i : W^+i QA -> M n+l déduit de g^+i par
passage au quotient est tel que/,, R = R /n +1, V /„ = /„ +1 V. Il en résulte que/? se prolonge
de manière unique en un homomorphisme de VDR(X) /. : W.Q^ -> M.» ce q111 définit
l'isomorphisme d'adjonction (1.3.1). Les deux dernières assertions de 1.3 découlent de la
construction (on pourrait aussi les déduire directement de la propriété universelle (1.3.1).

DÉFINITION 1.4.- Soit A une ^p-algèbre de X. Le V-pro-complexe de DR \\ .°\ rappelle
pro-complexe de De Rham-Witt de A.

PROPOSITION 1.5. - Soit A une ^p-algèbre de X. On a :

( 1 . 5 . 1 ) xV^=V(FRx.^) quels que soient xeWJA), ^eW^-iQ;,, n , i e Z ,

(1.5.2) (dx) V^V^"1^)^) quels que soient xeA, ^eW^- iQ^ , n,ieZ.

Par la surjectivité de TT., on peut supposer ^ de la forme y=adx^ . . . A^-, avec û,
x i, . . . , Xi e W^_ i (A). La formule (V 2) ramène la vérification de (1.5.1) et (1.5.2) au cas où
i = 0 : (1.5.1) est alors connu [cf. (01.3.6)], et (1.5.2) résulte de (V 2) et (V 3).

PROPOSITION 1 . 6 . — Soit k une ^p-algèbre parfaite de X (i. e. telle que V endomorphisme de
Frobenius de k soit un automorphisme). Alors on a W.0^=0 pour tout i > 0.
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Compte tenu de la surjectivité de TT., cela résulte du :

LEMME 1.7. — Sous les hypothèses de 1.6, on a Q^)=O pour tout i > Q et tout n ̂  1.
Il suffit de prouver que, si M est un W ̂ -module, toute dérivation à : WJfc) -> M est

nulle. Or, si x==(xo, . . . , x^- i )eW^(fc) , on peut écrire x = X o + V x i + . . . +V"~1 x^- i ,
donc

Fnx=;cpo+pxÏ-l+ ... +J?M- lx^_l,

et par suite d ¥ n x est divisible par p" donc nul. Comme F est un automorphisme par
hypothèse, il en résulte que d=Q.

1.8. Par définition, W.Q^ est un toncteur en la Fp-algèbre A du topos X : toute
flèche u : A -> B de Fp-algèbres définit une flèche de VDR(X) :

(1.8.1) WQ', : W.QA ̂  W.QB

En particulier, si k est une Fp-algèbre parfaite de X, et A une /c-algèbre, il résulte de 1.6
que, pour tout n ̂  1, W^Q^ est ^e manière naturelle une W^(fc)-adg [i.e. que
d : W^Q^W^Q^1 est WJ^-linéaire]; l'opérateur V : W^Ql^W^iQl est
a-l—W.(Â;)-linéaire, où a est l'automorphisme de Frobenius de W.(fc).

1.9. Soient k -^ k ' un homomorphisme de Fp-algèbres parfaites de X, A une fc-algèbre,
A' =A(g)k'. Compte tenu de 1.6, les flèches (1.8.1) définissent un morphisme de systèmes

k

projectifs d'adg :

(1.9.1) W.QA ® W. (fe') -> W.QA' •
W.(fe)

PROPOSITION 1.9.2. — La flèche (1.9.1) est un isomorphisme.
Observons d'abord que, k ' étant parfait, le carré

A'-^A'
. î î

A -^ A

est cocartésien. Utilisant (01.3.15), on en déduit que, pour tout n ̂  1, la flèche canonique

(*) W,(A) ® W^')-.WJA')
WJfe)

est un isomorphisme. Soit

V : W,Ql ® W^)-^W,+iOl ® W,^'),
WJfc) W^,(fe)

l'unique homomorphisme tel que

V(x®FR^)=Vx®^,
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pour tout X G W ^ Q A , 3;eW^+i(fe'). Pour i==0, cet homomorphisme s'identifie par (*) au
décalage V : W^(A') -> W^+i (A'). On vérifie trivialement que les isomorphismes (*) et les
homomorphismes V qu'on vient de définir munissent le système projectif d'adg
W.QA ® W.(fc') d'une structure de V-pro-complexe de DR. Par (1.3.1), l'identité de A' se

W.(fe)

prolonge donc de manière unique en une flèche de VDR(X) :

(**) WQ'A' ̂  W.QA ® W.(fc').
W.(fe)

On vérifie immédiatement que les flèches (1.9.1) et (**) sont inverses l'une de l'autre.
1.10. Pour n fixé, le foncteur W^(A) commute aux limites inductives filtrantes de

F p-algèbres du topos X. Il en résulte que la catégorie VDR (X) possède des limites inductives
filtrantes, et que. si (A;);çi est un système inductif filtrant de Fp-algèbres de X, la flèche
canonique

(1.10.1) hmW.Q^W.Ql,
tel

où A==lim A^, est un isomorphisme.
Pour tout objet U de X, r(U, W.Q^) est un V-complexe de DR, d'où une flèche de

V-complexes de DR :
(1.10.2) W.Q^.A)-r(U,W.O-J,

prolongeant l'identité en degré 0. Pour U variable, la flèche (1.10.2) définit un morphisme de
préfaisceaux, qui, comme on le voit aussitôt, induit un isomorphisme sur les faisceaux
associés.

PROPOSITION 1.11. — Soit A —> B un morphisme de localisation [32], II 2 .3 .2, de IF p-algèbres
de X, identifiant B a S ~1 A pour une certaine partie multiplicative S de A. Alors, pour
tout n ̂  1 et tout i, la flèche W^W-linéaire :

(1.11.1) WJB) ® W.QJ^WA
W,(A)

définie par (1.8.1) est un isomorphisme.

D'après (01.5.3), W^(A) -> W^(B) est un morphisme de localisation, identifiant W^(B) à
Sn"1 W^(A),oùS^= [(aQ, . . . , a^ _ i )eW^ (A) |aoe S}. La dérivation^ de W^QA^P1'0^011^6

donc de manière unique en une dérivation d ' d e W^(B) ® W^Q^^n"1 W^Q^ ^^ q116

WJA)

d(s~lx)= — s ~ 2 ds.x-\-s~1 dx pour seSn, xeW^Q^ d'°ù un système projectif d'adg
S^W.QA- P^ ailleurs, le carré

B-^B
î î

A-^A
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est cocartésien [car (S^)"1 A=S~ 1 A]. Utilisant (01.3.15), on en déduit, comme dans la
preuve de (01.5.8) que, pour tout n ̂  1, les carrés

WJO^WJB)
î î

W,(A)-^W,(A)

sont cocartésiens. Il existe par suite un unique homomorphisme

V : WJB) (g) W^Q^W^i(B) ® W^Qi,
W,(A) W,^

tel que V(FRx®^)=x®V^ quels que soient xeW^-n(B), ^eW^Q^, et il est immédiat de
vérifier que le système projectif W. (B) (x) W. Q^ = S."1 W. Q^ ' muni du V ainsi défini, est un

W^(A)

V-pro-complexe de DR. En vertu de 1.3, l'identité de B se prolonge de manière unique en
une flèche de VDR(X) :

(1.11.2) W.QB-^W.(B) ® W.QA,
W.(A)

dont on vérifie facilement, grâce à la surjectivité de TC.(I . 3), qu'elle est inverse de (1.11.1).
1.12. Soit (X, <?x) un topos annelé en Fp-algèbres. Le pro-complexe de DR-Witt de (9^

sera noté

(1.12.1) W.Q'x

et dit pro-complexe de DR-Witt de X.

Soit/ : X -> Y un morphisme de topos annelés en Fp-algèbres. Alors/^ W. Qx ̂ f~1 w. ̂ Y
sont de manière naturelle des V-pro-complexes de DR, et l'on a des flèches canoniques
(de V-pro-complexes de DR), adjointes l'une de l'autre :

(1.12.2) W.QY-^W.QX.

(1.12.3) /^W.QY-^W.QX-

Si ^x = / ~1 ^Y» (1 • 12.3) est un isomorphisme. En particulier, si x est un point de X, on a

(1.12.4) (W.QxL^W.Q:
X.x

1.13. Soit X un Fp-schéma. Rappelons (0 1.5) que, pour tout n^ l , l'espace annelé
(X, W^(^x)) est un schéma W^(X), extension infinitésimale de X.

PROPOSITION 1.13.1. — Pour tout n^l et tout i, W^Qx est un faisceau quasi cohérent sur
WJX). Pour tout ouvert affine U=Spec(A) de X, on a F(U, W^Qx)= W^.
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On peut supposer X affine, d'anneau A, de sorte que Wn (X) est affine, d'anneau W^ (A). Si
Ax désigne le faisceau d'anneaux constant de valeur A sur X, la flèche canonique Ax -> ^x est

un morphisme de localisation, et d'après (1.11.2), la flèche donnée par fonctorialité

w^x ® (w,Qi)x^w,.Qx
W«A^

est un isomorphisme, en d'autres termes W^Qx est 1e faisceau quasi cohérent associé au
W^(A)-module W^û^, d'où la proposition.

PROPOSITION 1.14. — Soit f : X -> Y un morphisme étale de ^p-schémas. Alors, pour tout n
et tout i, la flèche WJ^xH^01^ •'

(1.14.1) /*W^Q^W^Qx,

définie par (1.12.3) est un isomorphisme.
On peut supposer X et Y affines, d'anneaux respectifs B et A. Compte tenu de 1.13.1, il

s'agit de prouver que la flèche

(*) W,(B) ® W.Q^W^QB
WJA)

définie par fonctorialité de W^Q1 est un isomorphisme. Comme W^(B) est étale sur W^(A)
(01.5.8), la dérivation d de W^ Q.\ se prolonge de manière unique en une dérivation à de
l'algèbre graduée WJB) ® W^Q^ telle q^ d(b ® x)=(db) x+b®dx pour fceWJB),

W,,(A)

xeW^O^, db désignant l'image de b par le composé

WJB)4 Q^^)=WJB) ® Q^^WJB) ® W^Q^.
W»(A) W,,(A)

On obtient ainsi un système projectif d'adg W.(B) ® W.Q^. D'autre part, le carré
W.(A)

W^(B) ^ W,(B)

WJA) ^ W,(A)

étant cocartésien (01.5.8), il existe un unique homomorphisme

V : WJB) ® W^1->W,^(B) (g) W^Ql,
W»(A) W^,(A)

tel que V(FRx ®^)=x ® V^ pour xeW^+i(B) , ^e W^^. On vérifie trivialement que
(W.(B) ® W.QA» v) est un V-pro-complexe de DR. En vertu de 1.3, l'identité de B se

W.(A)
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prolonge de manière unique en un homomorphisme de V-pro-complexes de DR :

(**) W.Q;-^W.(B) ® W.QA.
W.(A)

Grâce à la surjectivité de 71. (1.3), on voit que les flèches (*) et (**) sont inverses l'une de
l'autre, ce qui démontre la proposition.

1.15. Soit X un topos annelé en F^-algèbres. Le complexe

(1 .15 .1 ) WQ-/=" HmW^Qx
n

s'appellera complexe de DR-Witt de X, C'est une algèbre différentielle graduée, dont la
composante de degré 0 est W(^x).

Les applications V : W^x -> ̂ n+i^x définissent par passage à la limite un
endomorphisme additif V de W 0'x te! que :

(1 .15 .2) x\y=\(¥x.y) quels que soient xeW^x. .yeWQx.
(1.15.3) \(xdy)=Vx.d\y quels que soient xeWDx. ^eWQx»
(1.15.4) &.V^=V(xp~ ldx.}/) quels que soient xe^x» ^eWQx-

Ces formules résultent en effet immédiatement de (V 2) et 1.5.
D'après 1.3, les flèches de transition R : W^+1 Qx ̂  ̂  °x sont surjectives, Compte tenu

de 1.13.1, il s'ensuit que, si X est un schéma, alors pour tout n la flèche canonique

(1.15:.5) WQx^W^Qx

est surjective. Nous déterminerons plus loin (3.31) le noyau de (1.15.5) quand X est lisse sur
une base parfaite.

2. CALCUL DE W. QxTOUR X = (G; X G ̂ ) F . L'OPÉRATEUR F.

A. Formes entières.
2.1. Soient n un entier ^ 1 et P une partie de l'intervalle [1, n] de f^. Posons

(2-1-1) A=F,[T,h^,(Tr%p]

[donc Spec (A) = (G \ x G ̂ , où r = n - card (P), s = card (P)]. L'objet principal du n° 2 est la
détermination explicite de W.Q^. Les cas qui nous seront les plus utiles sont P=Ç)
[i.e. Spec (A) = G;;], et P=[l, n\ [i.e. Spec (A) = G ̂ ] (qui servira seulement au n° 5).

Introduisons les anneaux

B=^p[(T^^,(T^l),p],

C=limQ,[(T^)l<,<.,(T^P-rLp],
7^0

(2.1.2)
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la limite étant prise suivant les inclusions évidentes. Soit m un entier tel que O^mrgn . La
formule

^TO^^Tf^/T,

montre que toute forme xeQ^(^ Q^ ) s'écrit de manière unique• '̂'

x= Z a,,.., .(T)dlogT,...rflogT,,,
l'I < . . . < !'„

où û^ ,^(T)eC est un polynôme, à coefficients dans Qp, en les T^ '(1 ̂ i^n) et T^ '(feP),

r^O, divisible par [~[ Tf s pour un 5^0 (avec la notation d log t = d t / t pour î inversible).
i^p

Nous dirons que les a, , (T) sont les coordonnées de x et que x est entière si ses coordonnées
sont à coefficients dans Zp. Nous poserons

(2.1.3) E^ = { x e Q^ | x -entière et rix entière }.

Quand il n'y aura pas de confusion à craindre, nous écrirons simplement E"1 au lieu de E^.
Les E" forment un sous-complexe E de Qç, le plus grand sous-complexe constitué de formes
entières. Il est clair que E est une sous-algèbre différentielle graduée de ûç, contenant Qg.

2.2. Soit F Fautomorphisme de la Qp-algèbre C défini par

Fcrn^r1

et soit V l'endomorphisme de C défini par V=p F ~1. Notons encore F Fautomorphisme de
l'algèbre graduée Qç défini par F sur les coordonnées, et posons V = p F ~ 1 : en d'autres
termes, pour

x='Lai,...i.dioërTi,•• -^logT^,

on a
Fx=^(Fa,,,Jrf log T,.. .d log T^,
Vx=^(Va,,,J^log T,.. .d log T,,.

On vérifie trivialement les formules

(2.2.1) d ¥ = p ¥ d , Nd=pd\.

Il en résulte notamment que E est stable par F et V. On vérifie par ailleurs (par exemple en
appliquant F aux deux membres) qu'on a

(2.2.2) xVy=\(¥x.y),

(2.2.3) \{xdy)=Vx.d\y,

quels que soient x, yeQç.

PROPOSITION 2.3. - (a) E° est l'ensemble des ̂ a^eC tels que a^e Zp pour tout k, et
dénominateur (k^a^ pour tout i.
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(b) On a :

(i) EO=^ynB;
nï0

(ii) Qv^^O;
n^O

(ni) BnVnEO=pnB.

(c) Uhomomorphisme de Zp-algèbres B-^W(A) envoyant T, sur fc représentant
multiplicatif T, .s^ prolonge de manière unique en un homomorphisme de Zp-algèbres :

(2.3.1) T : E°-^W(A),

tel que TV=VT. l9 homomorphisme T ^5î injectifet induit pour tout r^l,un isomorphisme

(2.3.2) E^V^^^AVV^^W^A).

L'assertion (a) résulte aussitôt des définitions. Si x = a ̂  e E °, et p5 (5 ̂  0) est le plus grand
des dénominateurs des fe,, p5 divise a, donc ûT^V5^, avec } ̂ p'^T^eB, d'où (b) (i).
Dire que x^a^eVE0 entraîne que p " divise ûfc pour tout k, d'où (fc) (ii) et (b) (iii).
L'unicité de (2.3.1) découle de (b) (i). Pour l'existence, posons

A=llm^[(T^)l^^,(T^P-^Lp],
r^O

B=llmZ,[(T^)^,^,(T^P-rLp],

limites prises suivant les inclusions évidentes. On a E°c:B, et l'endomorphisme F de lî
donné par T^^T?^ est un automorphisme. Par ailleurs, A est parfait, donc
l'endomorphisme F de W(A) est aussi un automorphisme. L'homomorphisme de
Zp-algèbres B ^W(A) envoyant T^ sur IF est compatible à F, donc à V=pF~ 1 , et
induit l'homomorphisme T désiré. Pour tout r^O, V induit un homomorphisme

A-linéaire F^A ̂ V'E^V^1 E0 et un isomorphisme A-linéaire (01 3 14)
(2) v ' ' /

F^A^ V^AVV^1 W(A), et l'on a un triangle commutatif

F ^ A
^\ (2)

V-EW^E0 ^ V rW(A)/V r+ lW(A).

Prouver que (2.3.2) est un isomorphisme revient à prouver que gry est un isomorphisme, i. e.
que (1) est un isomorphisme. Comme l'endomorphisme V de E° est injectif, on peut se
borner à r=0, i.e. à prouver que l'inclusion BcE° induit un isomorphisme

4e SÉRIE - TOME 12 - 1979 - N° 4



COMPLEXE DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 553

B/p B -^ E°/VE° : cela résulte de (b) (i) et (&) (iii) pour n= 1. Par passage à la limite, (2.3.2)
fournit un isomorphisme

(2.3.3) limE^V'E^V^A),

dont le composé avec l'application canonique E° -^limE^VE0 est l'homomorphisme T.
Compte tenu de (b) (il), T est donc injectif, ce qui achève la démonstration.

B. Enoncé du théorème principal.
2.4. Pour tout r^O et tout f, posons

(2.4.1) FiKE^V^+^E1-1.

Les formules (2.2.1) à (2.2.3) entraînent que, pour r fixé, les FiKE1 forment un idéal
différentiel gradué ¥iVE de E. On a

Fil°E=E^Fil1 E=^ . . . ^Fil'E^Fil^1 E^ . . . ,

d'où un système projectif d'algèbres différentielles graduées

(2.4.2) E^E/Fil'E.

D'après (2.2.1), on a V(FilrE)c:Filr+l E, F(Filr+l E)c:FiP'E, donc V (resp. F) induit un
homomorphisme additif (resp. d'algèbres graduées) :

(2.4.3) V : E^E,^ (resp. F : E,^ ̂  E,),

vérifiant les formules déduites de (2.2.1) à (2.2.3) :

d ¥ = p ¥ d , \d=pdV,
(2.4.4) x ^ y = V ( F x . y ) (xeE,^, yeE,),

\(xdy}=yx.d^y (x, yeE,).

THÉORÈME 2.5. — (a) Le système projectif E., muni des opérateurs V (2.4.3), et des
identifications de E? à W^ (A) pour r ̂  1 données par (2.3.2), est un V-pro-complexe de DR.

(b) La flèche de V-pro-complexes de DR :

(2.5.1) W.QA-^E.

prolongeant la flèche identique de A (1.3) est un isomorphisme.
La démonstration nécessite des préliminaires sur la structure de E.

C. Graduation et bases canoniques.
2.6. L'anneau C possède une graduation naturelle de type G, où

(2.6.1) G= { feeZ t l / p r I^O pour tout i ^ P ] .
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On prolonge cette graduation en une graduation (de type G) de Qç en convenant qu'une
forme xeQ^ est homogène de degré keG si ses coordonnées (2.1) le sont. Pour cette
graduation, la différentielle à est homogène de degré 0, et EcQ'est un sous-complexe
gradué. Pour feeG, nous noterons

(2.6.2) ,Q-c

la composante homogène de degré k de Qç, et ^£=£^0^. L'opérateur F (resp. V)
multiplie (resp. divise) par p les degrés des composantes homogènes de toute forme xeQç.

Notons que, si xeQ^ a pour coordonnées a^ ^, la condition de divisibilité indiquée en
2.1 s'exprime par le fait que, pour toute composante homogène non nulle de degré k de
a^ ^ , on a k, >0 pour tout î^P.

2.7. Soit keG tel que V p ( k ^ ) ^ . . . ^Up(feJ , où Vp désigne la valuation p-adique [on
convient que Vp{Q)= + oo]. Notons qu'alors, si k^ est entier, k, est entier pour tout i, et que,
si /c^=0 pour un r, alors /c,=0 pour tout i^r. On posera pour abréger Vp(ki)=Vi [ou v(Ï)].

Soit m un entier ^ 1. Désignons par 1^ l'ensemble des suites d'entiers^ = (i i, . . . , i^) telles
que l ^ f i < . . . <im^n et /c, >0 pour toutj tel que i j^P. Pour^el^, posons

1 si f , = l ,
ro= P^'T^ si f , > l et k^î,

T^ ,^ si ï ' i>l et k^eZ,

et, pour s^l :

t ̂ p-^T^s ' [^^il'

où T^nTf- si Sc[l, n], et [i,, ^+i[=[^, n]. Notons
1 6 S

(2.7.1) ^(fe)e^,

l'élément défini par

^, ( fe)=to n ^ n ^^g1',-
s^l sïî.s^l s2
k,s^0 ki =0

Notons d'autre part

(2.7.2) e,(k)^C,

l'élément défini par

fp-^ si fe^Z,
^^'l T- si k,eZ.
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PROPOSITION 2.8.- Soit k e G vérifiant l'hypothèse de 2.7. Pour tout me M, le J-p-module
kE"1 est libre de type fini. L'élément CQ (k) est une base de ^E0 , et, pour m^ 1, les éléments e^k),
pour i^eï^, forment une base de j^E"1.

Le fait que eo {k) soit une base de ^E0 résulte de 2.3 (a). Supposons m ̂  1. D'après 2.3 (a),
o n a r o ( = E ° e t ^eE° pour tout 5^1 tel que v (4) <0. Pour 5^1 tel que 0^v(i,)< +00,on
peut écrire :

^=p-^yp^)(^^),

où les p ~v(is) k i sont entiers pour i^i<is+i (puisque v i croît avec Ï ) , et la formule d¥ = p F d
(2.2.1) entraîne que dt^eE1. Donc e^e^. Munissons 1^ de l'ordre lexicographique.
Pour^el^, on a, dans 0^ :

(*) e, (k^^ad log T,+ ̂  fc^ log T,),
Z^

où Up(û)= -Ui si 1 < f i et fei ^ Z, 0 sinon (avec la notation rf log T; =^ log T^ .. .^ log T,^,
etc.). En particulier, les c\ (k) sont linéairement indépendants sur Qp. Il reste à voir qu'ils
engendrent ^m comme Zp-module. Soit

x=Tfe(x^ log T,+ ̂  x,_d log T^e^E".
i>h

(a) Si h i = l , ou si l<h^ et f e i e Z , on a, d'après (*) :

^ex^+T^^logT^),
i>/i

où c est une unité.
(b) Si l</ i i et k^Z, alors

rf;c= r^c(/ClX^logT^+ ^ ^^logT,),
lel^+i

^>( l ,h )

donc x^ est divisible par p"^, et (*) entraîne que

^u^+T^z^logT,),

avec weZp.
Par récurrence descendante sur h, on en déduit que x est combinaison linéaire des e^ à

coefficients dans Zp, ce qui achève la démonstration.
2.9. Si k e G ne vérifie plus nécessairement l'hypothèse de 2.7, il est encore vrai que, pour

tout m^O^E"" est libre de type fini sur Zp. Plus précisément, pour chaque k e G choisissons
une permutation <7fcde( l , . . . , n)te\\eque,sikf=(k^i)\^n,o^^tVp(k[)^...•^Vp(kn),ei
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de telle manière que c^ = Id si Up (^c i) ̂  . . . ̂  (^J. Pour ^ e G donné, posons P' = a^ (P), et,
pour m^l , notons 1^ l'ensemble des suites d'entiers ^ = ( î ' i , . . . , f J telles que
1 ̂ i\ < . . . <i^n et k[>Q pour tout ; tel que t^P'; notons T'la suite d'indéterminées
(^(D» . . . , T^)), et posons

(2.9.1) { ^W^o^fT),
[^^.(fe^T) ([el,,m^l).

Cette définition prolonge celle donnée en (2.7.1), (2.7.2). Il est clair que CQ (k) est une base de
fcE°, et que, pour m^ 1, les ^ (^c), pour i_eïm, forment une base de ^E^

PROPOSITION 2.10. — E est engendré, comme îp-adg, par E° (f. e. Vhomomorphisme de J-p-
adg OEO/^ -> E prolongeant l'identité de E° ^5î surjectij), et, pour tout r^ 1, FiFE (2.4.1) esr
ridéal différentiel gradué de E engendré par V^E0.

La première assertion résulte aussitôt de 2.8,2.9. Notons Fil^ E l'idéal différentiel gradué
de E engendré par V E°. On a Fil' E° = Fil" E° = V E°, donc Fil' E ̂  Fil" E. Compte tenu
de (2.2.3), l'inclusion opposée découle de ce que E° engendre E comme Zp-adg.

On notera que Fil'E est un idéal G-gradué de E, i.e. :

(2.10.1) Fil' E =©,FrE,
keG

OU

feFil 'E^Fil 'EnfeE.

PROPOSITION 2.11. - Soient keG, et k'^Çk^)^^ avec les notations de 2.9. Posons
v[ =Vp{k[). Notons Io l'ensemble réduit à la famille vide d'éléments de [1, n], et e^ (k)=êQ(k).
Pour tout meN et i_eï^, on a :

(a) Si l<i\ ou m==0 :

de^^^ si fe iez-
(. e(i,,)(fe) s; fe'i^Z.

S i i ^ = l , de,(k)=0.
(b) Si l < f i ou m=0 :

V e . ( k } = S , p e ' - ( k / p } si f el /^ez•
1' (. e , ( k / p ) si k [ / p ^ Z .

Sii^=\,\e,(K)=pe,{k/p}.
(c) Si l<î'i ou m=0 :

F^)={ eiw si k'^z•
(- Pei(pk) si k'^î.

Sii,=l.Fe,_(k)=e^pk).
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Pour la vérification, on peut se borner au cas où V p ( k ^ ) ^ . . . ^Vp(kn), et les formules à
prouver découlent facilement des définitions données en (2.7.1), (2.7.2). Les détails sont
laissés au lecteur. Les formules (b) et (c) sont bien entendu équivalentes.

PROPOSITION 2.12. — Soient re^J , keG, posons

s=s(k)=- inf Vp(ki),
l^n

/ r — s si 5>0, r^5,
v(r, k)= ' 0 si 5>0, r<s,

[ r si s^O.

Avec la notation (2.10.1), on a

.Fil-E^^GE).

Tout d'abord, si s>0, il découle de 2.11 que, pour^el^, me^l , on a

f V^.^'fe) si l<ii ou m=0,
(1) e,(k}=\

^V5^^) si f i = l et i=(l,j).

Parsuite,onapv ( r ' f c )(feE)c:fcFil rE,etpv ( r ' f c )(fcEO)=feFil rEO=fe(V rEO).Comptetenude2.10,
il suffit donc de prouver que © p^'^ (^E) est un idéal différential gradué de E, et pour cela il

keG
suffit de vérifier que, si xe^E, ^ G ^ E sont des éléments de base, on a

(2) p^xyep^'^^E).

Si s (û) ̂  0 et s (b) ̂  0, ou si s (a) > 0 et 5 (b) ̂  0 [auquel cas s (a + b) = s (a)], (2) est trivialement
satisfait, donc on peut supposer 5 (a) > 0 et 5 (b) > 0. Si s (a) > s (b), on a s (a + b) = s (a), et (2) est
encore trivialement vrai. Si s(a)<s(b), on a 5(a+^)=s(b); pour r<s(fc), v(r, û+fo)=0, et
pour r^s(fc), v(r, a+b)=r-s(b)<r-s{a), donc (2) est satisfait. On peut donc supposer
s(a)=s(b)=s>0. D'après (1), xy est alors de l'une des formes suivantes : V^x / .V"^ ' ,
V'x'.rfV5/ , ^V'x'.V5/, ^V'x'.^V5/, où x'eJE, /EpE sont des éléments de base, avec
û^-5^ b^"5?, et a, peZ". Comme ^V'x'.^V'/^^x'.JV5/), on peut se borner
au cas où xy est de l'une des trois premières formes. D'après (2.4.4), on a alors xy = V5 z, avec
ze^+pE. Posons s(a+b)=t. On a t^5. Si r^O, i.e. a+bel.", on a a+pej^Z", donc

F^ze^E, et x^V^^F^zep^^E),

d'où p^^xy^xyep^^^E) si r<s, et p^'^e^-^^C^E)^^^) si r^s, d'où
(2) dans ce cas. Supposons maintenant 0<t^s, on a a+pGp^Z", donc
F-^-^ze.E. où a+^p^y.donc x^=V sz=V tVS- tz=V t(p s- (F- ( s- t )z)ep s- t( ,+bE);
si r < r , on a v(r, a)=v(r, û+fc)=0, et (2) est tautologique; si t^r<s, on a v(r, û)=0,
v( r ,a+^=p r - t , et ^-^^^c^-^^.E), d'où (2); enfin, si s^r, v ( r , a ) = p r - s ,
v^a+b)^^, et pv(r'a)xyepr~s.ps~t(^^,E)=pr~t^+^)' de sorte que (2) est vérifié
dans tous les cas. La proposition est donc démontrée.
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COROLLAIRE 2.13. - La multiplication par p dans E induit, pour tout r^O, un
homomorphisme injectif p : E,->E,+i [avec la notation de (2.4.2)]. Les composantes du
complexe

(2.13.1) E^mnE,
r

sont sans p-torsion, et l'application canonique E -> E^ est injective.
L'idéal FiFE étant G-gradué (2.10.1), on a

(^•^ E^©,E,
feeG

^ fcE.^E/^FiKE. Il résulte facilement de 2.12 que, pour keG donné, la multiplication
par p dans E induit un homomorphisme injectif ^E, -^ ^E,+1, d'où la première assertion. La
seconde en découle. D'après 2.12, on a, pour tout /ce G, Q ̂ 11^=0, donc l'application

r^O
canonique E -> E est injective, ce qui achève la démonstration.

D. Démonstration de 2.5 et corollaires.
2.14. Prouvons d'abord 2.5 (a). Compte tenu de (2.4.4), le seul point qui reste à vérifier

est V3, et pour cela, il suffit d'établir que, pour tout xeA, si xeW(A) est le représentant
multiplicatif de x, et x^ l'image de x dans WJA), on a, pour tout n^ 1;

(2.14.1) Ydx - x p ~ l d xv ) r U^_^n+l —^L^n "^n-

Par passage à la limite, les homomorphismes F (2.4.3) définissent un endomorphisme
d'algèbre graduée F de E^ (2.13.1), tel que d¥=p¥d. En particulier, d ¥ x ^ p ¥ d x . Or
Fx^^, donc ^Fx^x^-1^, donc p¥ d^px1'-1 dx. Comme E1 est sans p-torsion
(2.13), on en conclut que Ff^x/-1^, d'où (2.14.1), ce qui démontre 2.5 (a).

Notons (p. la flèche (2.5.1). La démonstration de 2.5 (b) va consister à construire une
flèche \|/. inverse de (p., en envoyant les éléments de base de E sur certains éléments de W Q' A-

Soit /ce G. Supposons d'abord v^... ̂ , où ^=^(/c,). Pour Sc=[l, n], nous écrirons
T-^ nX^ où TeW(A) est le représentant multiplicatif de T^. Notons fo(k) l'élément de

W (A) défini par

(2.14.2) /oW^-^ . s l k l ^ f

[ T^ si A: iGZ.
Pour m^l , et^el^, où 1^ est l'ensemble défini en 2.7, posons

1 si i 'i=l,

yo= P'^T^.i^ si f i > l et A : i é Z ,
^,i,[ si f i > l et f c i e ,

pour 5^1 tel que v(i,)<0 :

y^p^îi^
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pour.s^l tel que 0^r( / \ )< + oo;
^p^

^=T[f,.^

notons

(2.14.3) y,(fe)eWQ?,

l'élément défini par

fi(k)=y, n ^ n zp. ï~ l^ n ^gi.-
5^1 S^l ^1

u(i,)<0 0^u(i,)<+oo i7(i,)=+co

Sans hypothèse sur la suite des VpÇk,), on définira k\ 1^, T comme en 2.9, et l'on posera

f /oW=/o(W).
U(/c)=jÇ(W) (iel,,m^l),

avec/o(fc'),^(^') donnés par (2.14.2), (2.14.3).
Soit

(2.14.5) 4': E-^WOl

l'application Zp-linéaire telle que ^(e,(k}}=f,(k) pour tout keG, tout w^O et tout
i6U=I,n(k)) [avec la convention de 2.11 : IQ= la suite vide (0), ei^6®. ./'o=/©]- On
vérifie facilement que df, (k) [resp. Vf, (k)} est donné par la formule 2.11 (a) [resp. 2.11 [b)],
où e est remplacé par /. donc <)/ est un homomorphisme de complexes, tel que <)/V=V\|/.

Pour tout r^O, posons

(2.14.6) Fir'-wn^vwQA+rfvwn^.-1

Fir'-WQ'A est un sous-complexe de WQ^- î3^"^ P"1' P0"!' r^1' le composé
W.A ->• W.+rA^^'^W^A est nul; en vertu de la surjectivité de TC. (1.3) et de V2, il en
est de même du composé W.Q^ ̂  W.+.QA ^W.Q'A, donc, par passage à la limite, le

v

composé WQ^ ̂  WQ^ -^ ̂ ^A est nul' et P^ suite on a

(2.14.7) FirWQAc:KerWQA-^W,QA- (1)

L'homomorphisme v|/, étant compatible à d et V, envoie Fil' E dans Fil" W QA» donc induit

un système projectif d'homomorphismes de complexes

(2.14.8) v K : E.^W.QA

( î ) Nous verrons plus loin (3.31) que cette inclusion est en fait une égalité.
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tel que v|/.+iV=Vv|/.. Il découle trivialement des définitions que le composé (p.vj/. est
l'identité, donc pour achever la démonstration de 2.5 (b), il suffit de prouver que \|/. est
surjectif. Or l'injection composée B c; E° c^ W (A) (2.3) se prolonge en un morphisme de
Zp-adg QB -)> ^W(A)» q111 P^ composition avec la flèche canonique OW(A) -> WQ^ donne un
morphisme de Zp-adg :

(2.14.9) Q B - . W Q A .

Ce morphisme n'est autre que le morphisme induit par v|/ (2.14.5), car vj/ et (2.14.9)
coïncident sur les éléments de base e, (k), pour k e G n Z". Donc, si M est la sous-Z -adg de
WQ^ engendrée par les monômes T^ pour / c e G n Z " , e t M . son image dans W.QA' on a

(2.14.10) \|/.(E.)^M..

Comme vj/. est compatible à V, la surjectivité de \|/. va donc résulter du :

LEMME 2.14.11. - Pour toutj^l et tout i, on a

W,Ql= ^ VM}-^ ^ d^M^.
Oér<j 0^r<j

Démonstration. — Nous aurons besoin de l'identité

(2.14.12) V^.^V^V^x^-1^),

pourxeWû^ ^eA, Q^s^r. Par (1.15.3), on a

yrx.d\sy=\s(\r~sx.dy),

ce qui ramène la vérification de (2.14.12) au cas où 5=0. On procède alors par récurrence
sur r. Le cas r=0 est trivial. Pour r^O, on a

V^x.^V^x.j^-1^) (1.15.4)

^(V^/^1-^)^) (1.15.2)

= V^1 (x^-^ /-ï dy) (par hypothèse de récurrence)

^^(x^1-1^),

ce qui établit (2.14.12). Prouvons maintenant 2.14.11 par récurrence sur i. Munissons
W,(A) de4a filtration définie par les V^.-^A), et ^ V'M,0-, de la filtration induite.

D'après (01.3.14), l'inclusion

^ V-M^ c^W,(A)
0^r<j

induit un épimorphisme sur les gradués associés, donc 2.14.11 est vrai pour i=Q.
Notons S l'ensemble des monômes T\ /c e G n Z". Compte tenu de la surjectivité de n. (1.3),
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il suffit maintenant de prouver que, pour xeS, zeW^Q^ r < ] ' on a

(*) V - x . d z e ^ V-M}4:^ ^ ^V-M}.,.
0^m<7 0^"î<;

Par l'hypothèse de récurrence, on peut supposer que z=V5^, pour Q^s<j, avec
y = y Q c l y ^ . . .d^i, .Vo» • • . , .Vi^S. Supposons d'abord r^s. L'identité

^ r x . d y s y = ^ r ( x . d y s ~ r y ) (V2)

ramène au cas où r=0. On a

x d y s y = d ( x y s y ) - d x . y s y = d \ s ( x p s y o d y ^ . . d y i ) - d x . y s y (1.5.1)

et

dx.\sy=\s(yoXIf-ldx.dy,...dyi)

par (2.14.12), donc (*) est vérifié si r^ s. Si r^ s, on a

V r x.^V S ^=V r x.^V s ^o.<iV S >; l . . .^V S ^ (V2),

d'où, par application répétée de (2.14.12) :

V^^V^V^x./cT"1 • • •VT"1 ^o ... ̂ f).

donc (*) est vérifié dans tous les cas. Ceci achève la démonstration de 2.14.11, et par
conséquent celle de 2.5.

COROLLAIRE 2.15.- Notons ^ le filtre des complémentaires des parties finies de G (2.6.1),
et, pourkeG, posons dén(fc)=sup dén(fc,), où dénÇk^p-^ si Vp(ki)<Q, 1 sinon. Avec les
notations ^2.11, pour tout m ̂  0 Hsomorphisme (2.5.1) identifie W Q^, comme Zp-module,
à l'ensemble des séries ^ a,^(?,(k) telles que a, ^ e ~ L p pour tout keG et tout

keG
i_eî^{k)

î_eî^(k), et Hm dén (fc)û, ^=0.

Cela résulte facilement de 2.12 : pour r ̂  0, un élément ̂  a, ^ e, (k) de E appartient à Fil' E
si et seulement si l'on a Vp(dén(k)a, j,)^r.

2.16. A titre d'exemple, explicitons 2.15 dans le cas n = l , P==Ç), i.e. A= Fp[T]. On a
G = ^J [p ~1]. Pour k e G, l'élément eo (k) est T^ si k est entier, dén (fc) T^ sinon. D'autre part,
Ii (k) est vide si A;=0, réduit à la suite (1) sinon, et alors e^ (k)=rTkdrT/rT. On en conclut :

COROLLAIRE 2.16.1. - W(Fp [T]) est l'ensemble des séries ^ a^ T^ avec a^ e Zp, telles
feeN[l /p]

que dén(fc) ] a^ pour tout k, et a^ tende vers zéro quand k tend vers l'infini suivant le filtre ̂
des complémentaires des parties finies de N[\/p\. WQ^j^ est l'ensemble des séries

Y akrTkdrT/rT avec a^eZ?, telles que dén(/c)afe tende vers zéro quand k tend vers l'infini
keW/p}

k^=0
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suivant ^. WQj: ̂  =0 pour i> 1. La structure d'algèbre différentielle graduée de WQ^] ^51Î

donnée par l'addition, la multiplication, et la dérivation habituelle des séries.
E. L'opérateur F. Formulaire.

THÉORÈME 2.17. — Soit X un topos annelé en ^p-algèbres. L'homomorphisme de

systèmes projectifs d'anneaux RF=FR : W.^x-^W.- i^x (01.3,1.5) (où W^x ^0 si

i^O) se prolonge de manière unique en un homomorphisme de systèmes projectifs d'algèbres
graduées

F: W.Qx-^W.- iQx

tel que : (à) pour tout n^2 et tout x e ( P ^ , si x_^=(x, 0, . . . , 0)eW^^x est ^e représentant
multiplicatif de x, on ait

F^Y —— y P - l ^yr ^^^n —-A^M-l ^^n-l?

(b) pour tout n^l, les homomorphismes F^V et d de W^x ^ans W^Q^ coïncident.
L'unicité découle de la surjectivité de TC.( I .3) et de ce que tout élément x=(xo, . . . , ^n-i)

de W^x^1) sîécrit :

^=(^o)^n+V(Xi^^_i+ . . . +Vn- l(x„-l)^.

Prouvons l'existence de F : W^Qx -> W^-i Ox- pour "^l» W^-i0x=0, supposons
donc n^2. Soit

(2.17.1) ¥ d : W^x^W^-iQx-

l'application définie par

Fdx=(xo)S„_ l l^(xo)^_l+rf(x^)^_l+...+rfVn-2(x,-l)^,

pour x=(xo, . . . , x»- i )eW^^x- L'application ¥ d est une dérivation de W^x dans
, dtn

F ^ W ^ _ i Q x ( = W^-iQ^ considéré comme W^x module riâ FR : W^x -> W^-^x),

i.e. vérifie les identités

(2.17.2)
f Frf(x+^)=Frfx+F^,
{ ¥ d ( x y ) = ¥ x . ¥ d y - { - ¥ y . ¥ d x ,

pour x, y e W» (î?x (avec FR écrit simplement F). Pour le voir, on peut supposer, d'après 1.10,
que X est le topos ponctuel, puis, écrivant (9^ comme limite inductive de ses sous- Fp-algèbres
de type fini, on se ramène au cas où (9^ est quotient de A= Fp[Ti, . . . , T^]. Relevant x, y
dans W^(A), on se ramène finalement à ^x=A• Grâce à 2.5, on dispose alors de
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l'homomorphisme d'algèbres graduées F : W^Q^^ W^-i Q^ (2 .4 .3) , et le composé
W ^ A ^ W , ^ - ^ W , , _ i Q ^ coïncide avec la flèche ( 2 . 1 7 . 1 ) : cela résulte de (2.14.1) et
de l'mentité ¥d\=d : W.Q^ W.0^1, conséquence de (2.2.1). Les identités (2.17.2)
en découlent aussitôt. Notons

(2.17.3) F': Q^^W^Qx.

rhomomorphisme d'algèbres graduées égal à FR en degré 0, et défini en degré 1 par la
dérivation (2.17.1). Par construction, F' vérifie :

^ ' {^'dx^x^dx^ pour tout xe^
{ ¥fd\y=dy pour tout yeW^-i (9^,

et il est clair que F' définit, pour n variable, un morphisme de systèmes projectifs d'algèbres
graduées. Tout revient donc à voir que, si N^=Ker 71 „ : û^^ "̂  ^n^x» on a F'(N^)=0 :
l'homomorphisme F : W^ Qx ~^ ̂ n-1 ̂ x défini par passage au quotient aura les propriétés
(à) et (b) de 2.17. Compte tenu de la description de N^ donnée dans la démonstration de 1.3,
il suffit de vérifier que F'z=0 pour tout z de l'une des quatre formes suivantes :

(i) z=^V^Vx,i. . .d\x^ avec a^, x^, . . ., x^-eW^i^x tels q^

^âAi...^.=0 dans W ^ _ i Q x ;

(ii) z=^^Vû^Vx,i . . .d\ x^, avec a^, x^, . . . , x^, comme en (i);
(iii) z=V^.^^-V(xS^_ l ^)^VA^„_pavecxe^,^eW„-l^x;
(iv) z=dNy.dx_^—dN(x1^}_^y}d\!^^_^, avec x, y comme en (iii). Or en vertu de

(2.17.4). on a, dans le cas (i) :

dans le cas (ii) :

dans le cas (iii) :

F'z=p^a^^i.. .^=0,

F' z=^da^dx^.. .dx^=Q,

¥ r z = p y x p ^ l , d x ^ _ ^ - p ( x p ^ l , y ) d x ^ _ ^ = ( ) ,

et dans le cas (iv);

F/z=(^)x|„_l^_x<„_,-^(x|,_l^)^^_l=0

puisque d est une dérivation. Donc F^Nj^, ce qui achève la démonstration.
Remarque 2.17.5. — L'assertion d'unicité de 2.17 entraîne que, si / : X-> Y est

un morphisme de topos annelés en IFp-algèbres, la flèche de fonctorialité
W.QY ->f^W^Q^(1.12.2) est automatiquement compatible à F. En particulier, les
isomorphismes canoniques (1.9.1), (1.11.1), (1.14.1) sont compatibles à F, i. e.
transforment F (g) F en F.
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PROPOSITION 2.18. — Avec les notations de 2.17, on a les identités :

(2.18.1) FV=VF=p: W,Qx->W,.Qx,

(2.18.2) d ¥ = p ¥ c i : W,Q^ W , _ i Q^1; Vr f=p^V : W^x-^W^Qx:
(2.18.3) ¥d\-=d\ W^QX-^QX^/

(2.18.4) xV^=V(Fx.}0, xeW^Qx» ^eW^iO^'
(2.18.5) F^c^RO^-^+^aM, xeW^x-

OM a : W^ ̂ x -> ̂ n-1 ̂ x est l'application définie en (01.4.9) ;

(2.18.6) djk(x)=yk-,(x)dx, xeVW^x- W,

où Yfe ^5t l'application de puissances divisées (01.4.3). En outre, si F désigne Pendomorphisme
de W^ Qx défini, parfonctorialité, par V endomorphisme F de W^ (9^, on a, pour tout i, un carré
commutatif

W^Qx ^ W,Qx

(2.18.7) I I . ^ 1 .
W.Qx - W,- ,Qx-

où la flèche verticale de droite est la projection canonique.
Comme dans la démonstration de 2.17, on se ramène, à l'aide de 1.10, au cas où X est le

topos ponctuel annelé par A= Fp[Ti, . . . , TjJ. Dans ce cas, il découle de (2.14.1) et 2.2,
2.4 que l'opérateur F construit en 2.17 coïncide avec celui défini en (2.4.3) [modulo
l'identification (2.5.1)] et qu'on a les identités (2.18.1) à (2.18.4). Pour x e W (A), on a, par
définition de a, Fx=x^+pa(x), d'où d¥x=pxp~l dx-\-pdd(x) (dans E1 =WQ^), mais
d¥x=p¥ dx, donc p¥ dx=pxp~l dx+pdoi(x), et comme E est sans torsion (2.13), on en
déduit ¥dx=xp~l dx-\-dcn(x) dans WQ^, d'où, par projection dans W^-iQ^ l'identité
(2.18.5). De même, l'identité ^(x^^x^"1 dx pour xeVW(A) implique, par division par
k î , r f (ykx)=yfe- i (x)dx, d'où (2.18.6) par projection dans W^x- Enfin, d'après (2.18.2),
p* F : W^QX "^W^-iQx est un homomorphisme d'adg, et coïncide en degré 0 avec le

composé W^QX -> W^QX "̂  ^n-1 ̂ x» donc lui est égal, ce qui prouve la commutativité de
(2.18.7) et achève la démonstration.

Remarque 2.18.8. — L'isomorphisme (2.5.1) est compatible aux opérateurs F des deux
membres. Cela résulte de (2.14.1) et 2.2.

2.19. Par passage à la limite, les homomorphismes F : W^ Qx ~^ ̂ n-1 ̂ x définissent un
homomorphisme d'algèbres graduées

(2.19.1) F-: WQx-^WQx,

qui vérifie les identités déduites de 2.18 :

(2.19.2) FV=VF=p,
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(2.19.3) d ¥ = p ¥ d , \d=pdV,

(2.19.4) FrfV=d,

(2.19.5) x V y = V ( ¥ x . y ) , xeWQx- ^eWO^,
(2.19.6) ¥dx=xp~ldx-{-dQi(x), xeW^x.

où o^W^x-^^x est l'application définie en (01.4.6). D'après (2.18.7), l'endo-
morphisme F de WQx défini, par fonctorialité, par l'endomorphisme F de Wé\ coïncide
avec p 'F en degré i.

L'identité (2.19.5) généralise (1.15.2), ainsi que (1.15.4), compte tenu de (2.19.6).

F. Compléments sur le complexe des formes entières.
2.20. Soient k un anneau parfait de car. p, W=W(^), K=W (x) Qp, posons

^

A ' = A ® k , B'=B(g)W, C'=C(x)K=B'(x)K,
^ z, ©„ w

où A, B, C sont les anneaux définis en (2.1.1), (2.1.2). On voit comme en 2.1 que toute
forme x e Q^'/K s'écrit de manière unique

^= S ^,..JT)^ogT,...rflogT^,
l^ii<...<i^n

avec a, , (T)eC'; on dit que x est entière si ses « coordonnées » a^ ^ sont à coefficients
dans W, et l'on définit comme en 2.1 le sous-complexe E'=EA' de Q'c'/K formé des formes
entières x telles que dx soit entière. E' est une-sous-adg de QC'/K» contenant OB'/W La flèche

naturelle
(2.20.1) E(x)W-^E'

^

est un isomorphisme : E' est en effet G-gradué (2.6.1), et la démonstration de 2.8 montre
que, pour chaque g e G, les éléments e^(g} définis en 2.7 et 2.9 forment une base sur W de la
composante g E ' de degré g de E'.

L'automorphisme F de C' défini par F(x(g)^)=Fx®o^, où CT est l'automorphisme de
Frobenius de K, se prolonge en un automorphisme F de QC'/K» donné par F sur les
coordonnées; on note V l'endomorphisme de O'c/K défini par V=pF~ 1 . Les opérateurs F
et V vérifient les formules (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3), et induisent sur E' des opérateurs F et V
donnés, via l'identification (2.20.1), par ¥(x(Qy)=¥x(S)ay. V(x®^)=Vx®or~1^, où a
est l'automorphisme de Frobenius de W.

On voit comme en 2.4 que, pour tout r^O, le sous-complexe Fi^E' de E' défini par
Fil'E'^V'E^+^V'E'1"1 est un idéal différentiel gradué de E'. L'isomorphisme (2.20.1)
induit un isomorphisme

(2.20.2) Fil'E® W^Fil'E',
z,
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qui montre notamment, compte tenu de 2.10, que FiKE' est l'idéal différentiel gradué
engendré par V E '°. On déduit de (2.20.2) un isomorphisme de systèmes projectifs d'adg :

(2.20.3) E . ® W ^ E ;
^ i,

où E^EVFiKE', par lequel rhomomorphisme V : E;-^E;+i induit par l'opérateur V
de E' s'identifie à V®^1 . D'après 1.9.2 et 2.5, il en résulte que (E;. V) est un V-pro-
complexe de DR, et que la flèche canonique (de V-pro-complexe de DR) :

(2.20.4) W.Q^E:

est un isomorphisme. Par cet isomorphisme, les homomorphismes F : W,QA' -^ W,-i Q^
définis en 2.17 s'identifient aux homomorphismes F : E;-^E;-i définis par l'endomor-
phisme F de E' : par extension des scalaires, cela résulte du fait, déjà observé, que (2.5.1) est
compatible aux homomorphismes F des deux membres (2.18.8).

Il découle également de (2.10.1) et 2.12, par extension des scalaires, que FiFE' est
G-gradué, et que l'on a, pour tout geG :

(2.20.5) .FiFE^p^'^E'),

et l'on en déduit, comme en 2.13, que la multiplication par p induit, pour tout r, un
homomorphisme injectif

(2.20.6) n . E ' -^E '' / P • ^r r Ilr+ 1'

et que

(2.20.7) HFiFE^O.

On notera aussi que (2.20.5) entraîne en particulier que, pour tout r^O :

(2.20.8) QB'/wn1711^^^0^.

2.21. Les compléments présentés dans cette dernière section ne serviront pas dans la suite.
Ils éclaireront cependant certains résultats de 3 D (spécialement 3.14) et le théorème de
comparaison (II 1.4).

Soient k, W, K comme en 2.20, notons A, B, C, E les objets notés A', B', C', E' en-2.20.
Comme FiFE est G-gradué, la G-graduation de E définit par passage au quotient une
G-graduation de E,=E/FiFE :

(2.21.1) E,=© ,E,
geo

OU

(2.21.2) .E^E/.FiFE^E/^^E,

d'après (2.20.5). Posons

B ,=B/p r B=B®W, .
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Comme Qg = © gE, il résulte de (2.21.1), (2.21.2) que E, se décompose en
^6Gn(Z")

(2.21.3) E,=QB.© © <A.
?eG
g^z"

PROPOSITION 2.21.4 (Deligne [21]). — Pour g ^Z", le complexe gE est homotopiquement
trivial.

Par suite, l'inclusion

(2.21.5) Q B ^ E

est une équivalence d'homotopie. Plus généralement, il s'ensuit, grâce à (2.20.5), que, pour
tout r, l'inclusion

(2.21.6) P'QB ^Fil'E

est une équivalence d'homotopie, donc que l'inclusion de (2.21.3) :

(2.21.7) O'B^B/J^B^Er

est un quasi-isomorphisme.
Prouvons 2.21.4. Quitte à faire une permutation des coordonnées, on peut supposer

que g^ iJ. (donc g^eZp). Notons h l'opérateur sur Oç/^ défini par le produit intérieur
droit par g ^ 1 Ti (rf/dTi). Si xeQ^ a pour coordonnées aj_ (2.1), on a

hx=g,1 ^ ^logT,^ . . . ^logT^.
i l=l<I '2< • • • <lm^n

En particulier, si x est une forme entière, il en est de même de hx. De plus, avec la notation de
Cartan, on a dh-{-hd=Q^, où v ^ g ^ T ^ Ç d / d T ^ . Donc, si x est de degré g , on a

(*) (dh+hd)(x)=x.

Soit xe^E. Comme x est une forme entière, hx est entière. D'autre part, comme dx est
entière, hdx est entière, donc aussi dhx d'après (*), donc hxegE. L'opérateur h induit donc
un opérateur d'homotopie sur gE, ce qui démontre 2.21.4.

3. ÉTUDE DE W. iï'x POUR ^ LISSE SUR UNE BASE PARFAITE. - Dans ce numéro, S désigne un
schéma parfait de car. p et X un schéma lisse sur S.

A. Lafiltration canonique
3.1. Pour n, reZ, posons

W,QX si ^0 ou r^O,

(3.1.1) FiPW,Qx= < KerR^: W^x^^^x si l ^n<r ,

0 si n^r.
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Pour n donné, les Fil"W^Q^ forment un système projectif d'idéaux différentiels gradués
de W.QX. La filtration (décroissante) de W.Qx définie par les FiPW.Qx s'appellera
filtration canonique.

Rappelons (1.15.1) que W O'x = l™ w^ °x. On appellera filtration canonique de W Qx la

r

filtration définie par les idéaux différentiels gradués

(3.1.2) FiPWQx=
. fWQ'x si n^O,

iKerWQ^1'15'?^^ si n^l .

La topologie sur W Q*x associée à la filtration canonique s'appellera topologie canonique. Par
définition, on a donc, pour tout n :

(3.1.3) FirWQ^nmFiPW.Qx,
r

et FiPWQx est complet pour la filtration canonique.
Posons

(3.1.4)
rg^W.Q^Fil'W.Qx/Fil^W.Qx,

{g^WQ^FiPWQx/FiP^WOx.

Pour n donné, le système projectif gr" W. Qx est essentiellement constant : pour r ̂  n +1, les
flèches canoniques

(3.1.5) gr-WQx^gr^Qx^gr'W^Q^Fi^W^Qx

sont des isomorphismes.

PROPOSITION 3.2. — Pour tout n^O et tout r, FiPWyQx ^st l'idéal différentiel gradué
de W^Ox engendré par V"W^_^(^x)» et Von a, pour tout i :

FiPW.Qx^W^Qx+^V-W^Ox"1.

La question est locale sur X, donc on peut supposer S affine d'anneau k, et X étale
sur Y=Spec(A), où A==fe[T\, . . . , T^]. L'isomorphisme (1.14.1) induit un isomorphisme

W^x ® FiPW.OY-^FiPW.Qx,
W^y

donc on est ramené à X= Y. Si E est le complexe de formes entières E^ construit en 2.20
(noté E' dans loc. cit.), on a, d'après (2.20.4) :

W.QA^E/FÏKE,

et la proposition résulte de ce que Fil"E, dont la composante de degré i
est V^+^VE1"1, est l'idéal différentiel gradué engendré par VE0.
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Nous déterminerons plus loin (3.31), en termes de l'opérateur V, la filtration canonique
de WQx.

PROPOSITION 3.3 (cf. [5l], 3.1). — Pour tout n et tout i, U homomorphisme
F : W^+i Qx —> W^QX (^' ̂ ) induit un homomorphisme

(3.3.1) F ; W.Q^W.Qx/^V^Qx"1.

PoMr n= 1, (3.3.1) est l'opération de Cartier inverse

C-1 : Qx-ûxW [cf. (02.1.4)].

Grâce à la formule F d\=d[2A1(b)], il résulte de 3.2 que l'on a

F(FilnW„-nQx)c :^V"- lQx - l-

d'où la première assertion. La seconde découle de la caractérisation de C~ 1 et de la
relation 2.17 (a).

PROPOSITION 3 . 4 . — Pour tout n, la multiplication par p : W^+1 ftx -)> ̂ n+1 ̂ x î^^ Mn

homomorphisme injectif p_ : W,,Q*x -̂  ̂ 1+1 ̂ x» ̂  ^on a

(3.4.1) Ker^^W^Qx^W^iQ^Fil^^W.^Qx

pour tout i tel que O^f^n+l.

D'après 3.2, on a p (Fil" W^ +1 Q'x ) = 0, donc la multiplication par p dans W^ +1 Q'x induit
un homomorphisme p : W^îîx ~^^n+i^x- Pour montrer que celui-ci est injectif, on se
ramène, comme dans la démonstration de 3.2, au cas où X=Spec(A), A=^[Ti, . . . , T^],
pour lequel l'homomorphisme considéré s'identifie à (2.20.6), qui est injectif. On en
déduit (3.4.1) par récurrence sur i : pour f==0, la formule est triviale, et si xeW^+i Q'x est
tel que jp^^O, on en tire pxe¥i\n+l~i^n+l^x P^ l'hypothèse de récurrence,
d'où xe Fil""1 W^+iQx grâce à la première assertion; on a donc Ker p'^cFil""1, et
comme l'inclusion opposée est triviale, la proposition est démontrée.

COROLLAIRE 3.5. — Pour tout r^O et tout i, les endomorphismes p 1 ' , F^ V^ du pro-
objet W.Qx sont injectifs, et Von a des suites exactes de pro-objets

(3.5.1) O-^W.QX/F'W.OX^W.QX/P'W.Q-X^W.QX/V'W.QX-^O'

(3.5.2) O^W.QX/V'W.QX^W.QX/P 'W.QV-^W.OX/F 'W.OX^O

D'après 3.4, les flèches de transition du système projectif Ker ( p " : W^ iïx ̂  ̂ n î^x) sont
nulles. La première assertion en résulte, compte tenu de la formule FV = VF == p (2.18.1). La
deuxième assertion en découle formellement.
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COROLLAIRE 3.6. - Pour tout r^O et tout i, les endomorphismes p^ F^ V de WQx 50nî

injectifs et d'image fermée pour la topologie canonique (3.1), et Von a des suites exactes

(3.6.1) O^WQx/F 'WOx ^WO^^Qx-^WQx/V'WQx-^O,
F'

(3.6.2) O^WQx/V 'WQx^WQx/P 'WOx-^WQx/F 'WQx- re -

cela résulte immédiatement de 3.5, compte tenu de 1.13.1 et du fait que le système
projectifW^Qx ^st strict.

PROPOSITION 3.7. - (a) Si X ê5t de dimension relative ^N, on a W.Qx=0 pour f>N.
(fc) 5i X ^sr purement de dimension relative N, û^ors, pour tout n, F : W^ 0^ -)> ^n-1 ̂ ï est

surjectif (donc, compte tenu de 3.5, Uendomorphisme F rfu pro-objet W.Q^ ^sr Mn

ÛM tomorphisme).
Par localisation, on se ramène, comme précédemment, à X = Spec (A), A = /c [Ti, . . . , TJ.

Si E=EA est le complexe de formes entières correspondant, l'isomorphisme (2.20.4) :

WX-E.

entraîne aussitôt (a). Pour (fc), il suffit de prouver que l'endomorphisme F de EN est surjectif :
or, par définition, on a

E^WKTni^Nr dW, . . . dIogT^

(où le + désigne la somme des composantes G-homogènes de degré totalement positif), et
l'assertion résulte de la définition de F.

B. Structure de grWQ'x.

THÉORÈME 3.8. — Avec les notations de (02.2.2), on a, pour tout n^O et tout i, des
morphismes de suites exactes

0^ B,0^ -^ Q^—r^w^Qx(3.8.1) r i i ^ i
O^B^Qx^x^W^Qx/^V^-1,

d V ' 1

o^z^.n^- '-^Qx"1——^w^iQx
(3.8.2) P I I 1

^ ^V"
n _^ 7 O 1 " 1 —> Ô 1 " 1 _»-W O 1 /V^O 1
U -» Z.n&^x —X — ^ ^ n + l ^ X / ^ ^'X'

OM les flèches verticales de gauche (resp. droite) sont les inclusions (resp. projections) canoniques.
Grâce à 1.14 et (02.2.7), on peut supposer, par localisation étale, que S=Spec(^c),

X=Spec(A),A=fe[Ti, . . . , T,]. Soient B=W[T\, . . . , TJ.Qg le complexe de DR de B/W,
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et Ep ̂  T]®W le complexe de formes entières noté E' dans 2.20. Pour tout m^O, on a

W^Q'A-^E/FirE,

où,pour tout i '.

Fl\mEi=ymEi-^d'VmEi~l.

Comme E est engendré par E° en tant qu'adg et que E° = ̂  V J B [2.3 (b) (i )], on a aussi, grâce
7^0

à (2.2.3):

(3.8.3) FirE1^ V^'QB+^V^'ûr1-
7^0

Cela étant, soit x e Q^ relevé en y e Qg- si v" ̂  e Filn+1 E i ' d'après (3.8.3) on peut écrire :

V"^= ^ V^z^+dV"-^,
l ^w^N

avec z^ e QB, ̂  e QB" 1. Appliquant F"^ aux deux membres, on obtient (compte tenu de ce
que FV=VF=p, ¥ d V = d ) :

^FN^^^( ^ ^FN-mzJ+ ^ F^^.
l ^m^N l^m^N

Multipliant par pN, on en déduit

pn+v[~l{¥^y-pù)=dv,

où

t,= ^ p-^F^z,, r= ^ ^^F^r,.
l ^m^N l^m^N

Comme F1^^-?^ relève C~^ x (3.3), il résulte, d'après [02.3.14(fc)], (02.3.17), que

C^xeB^Qi/B^Ol.

Comme C^ donne un isomorphisme B^ Q ̂  -^ B,,+N ̂  \ /KN Q L on en conclut que x e B^ Q ̂ ,
ce qui prouve l'exactitude de la ligne supérieure de (3.8.1).

SiV^eFiP'^E^+^VE^1 , on peut écrire :

V"j;= ^ V^z^ ^ rfV"^^,
l ^m^N O^m^N

avec Z^GÛB, t^eOg"1, et, par le même calcul que ci-dessus, on obtient :

p^(^y-pu)=dv,

avec

u= ^ ^^F^z,, v= ^ P^^t^.
l ^w^N O^m^N
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Raisonnant comme précédemment, on en déduit que x e B^+1 Q^, ce qui prouve l'exactitude
, de la ligne inférieure de (3.8.1).

Soit maintenant xeO^1 relevé en yeÇî^~1. Si ^V^eFil^1 E,, on peut écrire :

rfV^= ^ V^z^+dV^"^,
l ^w^N

avec z^eQg, r^eCg"1. Appliquant j^F""^ aux deux membres, on obtient :

^(F^-pK)^"-^4-1^
où

u= ^ p^-^F^r,, v^ ^ ^-^-z,.
l ^ w ^ N l^m^N

Comme F^^^-pu relève C~^ x, il en résulte, d'après [02.3.14(û)], que
C'^eZ^^.^O^/BNOi"1, et comme C^ donne un isomorphisme

Z^iQ^-^Z^^Qi-^B^Qi-1,

on en conclut que x e Z^+1 0^~1, ce qui prouve l'exactitude de la ligne supérieure de (3.8.2).
Si rfV^eFil^1 E ^ + V ^ E 1 , on peut écrire :

rfV^= ^ V^z^ ^ ^V"^,,
O^m^N l^w^N

avec z^eQg, t^eÇî^~1. Appliquant p^ F"+N aux deux membres, on en déduit

d(¥î<y-pu)=pn+Nv,
où

u= ^ P"1'1^-^ v= ^ p'F^z,,
I g m g N OgmfiN

et par le même argument que ci-dessus, on en conclut que xeZnQ^1 , ce qui prouve
l'exactitude de la ligne inférieure de (3.8.2) et achève la démonstration de 3.8.

COROLLAIRE 3.9. — Pour tout n^O et tout i, on a des suites exactes de (9-^-modules
localement libres de type fini

0
^

F^^-'/Z,,^-1

l-^
(3.9.1) O^F^Qx/B^Qx^g^WQ^F^Q^/Z,,^-1^

^ 1-
pn+1 Qi /D Q1
r* ^X/^n+l^X

i

0
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où gr"WQx es^ considéré comme (9 ̂ -module via

F: ^x=W,^x/VW^x^W,^x/pW^^

et les flèches (3, ?' sont telles que P (V" x + d V" }Q == classa rie? .y, |3' (V" x + ri V" ̂ ) = dassé? rie? x,
jwMr xeQx» J^^x"1- Les flèches obliques rendant les triangles correspondants commutatifs
sont les projections canoniques.

La définition et l'exactitude des lignes horizontale et verticale résultent immédiatement
de 3.8, ainsi que l'assertion relative aux flèches obliques. La 0^-\méanié des flèches enjeu est
évidente. D'autre part, le même argument que celui utilisé pour prouver [02.2.8 (a)] montre
que les termes extrêmes de chaque suite sont localement libres de type fini, d'où le corollaire.

Remarques 3.10. - (a) On voit facilement que la structure de Wn+i^x/P^n+i^x)-
module de V" Qx <= gr" W Ox et ̂ n w °x /vn °x se factorise en une structure de (!)^-mod}de
(i. e. que VW^ ̂ x •vn °x = ° et vwn ^x • g1""w °x c vn ̂ x)-La ̂ ^ supérieure de (3.8.1) et
la ligne inférieure de (3.8.2) fournissent des isomorphismes ^x'̂ éa11'̂  :

(3.10.1) F^QX/B .OX^V^QL

dv"
(3.10.2) FîQx- l/Z,Qx - l^grnWQx/Vn^L

qui précisent la suite exacte horizontale de (3.9.1).
(b) Le diagramme (3.9.1) fournit des isomorphismes

(3 ^ ̂  f Z.Ox^/Z^iOr^V-Qx^^V-Qx-1,
l B.^Qx/B^Qx^V^x^V-Qx-1.

On déduit aisément de (02.3.15) que l'isomorphisme composé des isomor-
phismes (3.10.3):

Z^QX-^Z^QX'^B^QX/B.QX

n'est autre que (0 2.2.6.2).
(c) L'une ou l'autre des suites exactes (3.9.1) montre à nouveau 3.7 (a).
(ri) II est immédiat que l'application p_ : g^WQx ->êT"+l WQx (3-4) définit un

morphisme de suites exactes

O^Qx/BnQx ^ gr"WQx -^ Qx'1/7"^"1 ^0
P 1 P(3.10.4) c- , c-

0-.Qx/B^lOxv^grn+lWQx-^^x" l/Z^lQx' l-^0.
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Comme les flèches extrêmes sont injectives, on retrouve l'injectivité de p .
C. Noyau et conoyau de F (resp. V).

PROPOSITION 3.11. — Pour tout n ̂  0 et tout i, on a des suites exactes

(3.11.1) O-.^/B^x^W^iO^W^x,

(3.11.2) 0-Qr/Z,,^tîr^W,,,^W,,,A

où les injections V" et d\" sont définies grâce a 3.8. Les flèches F" : W^iû^ -»ûx et
F " d : Wn+ i tî$; ->• Çî'^ 1 induisent des isomorphismes

(3.11.3) W^i^/VW,Q^7,,n^ (2),

(3.11.4) W^i^/FW^^^'B^iiî^1.

La projection canonique Wn+^î îx -^ W,+i Qx s'insère dans des carrés commutatifs

w^n^z,,^
(3.11.5) . 1 1e

W^iD^Z^x

(3.11.6)
W^^O^'B^^QX

1 1e

W^Q^B,^Q^

OM C ê5î l'opération de Cartier [(02.1.21), (02.2.2)].

LefaitqueFV=VF==p : W^+iQx-^ W^+i Qx(2-^.l) entraîne, compte tenu de (3.4.1),
que l'on a

Ker (F) c: gr" W Q^ Ker (V) c gr" W Q^.

Comme FV n=V nF, le composé FV" de (3.11.1) est nul. Inversement, soit
z^^x+^V"^, avec xe0^, ye^~1, tel que Fz=0. Comme ¥z=d^n~ly(2.18.3),
(3.8.2) implique que ^eZ^Qx"1 et q^ l'image de dVy dans gr"WOx/V"^x est ^lle,
donc que z est dans l'image de V", ce qui prouve l'exactitude de (3.11.1). D'après 2.18,
l'application V^V^Qx"1-^^^ est égale à JFV""'2. donc nulle. Inversement, soit
z = V " x + ^ V \ v , avec xeQx. y^^x~^ tel que Vz=0 . On a donc V^.^O, d'où, par

(2) L'isomorphisme (3.11.3) m'a été signalé par Raynaud.
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(3.8.1), x e B^+1 Qx • L'exactitude de la colonne dans (3.9.1) entraîne alors que z est dans
l'image de ^V", ce qui prouve l'exactitude de (3.11.2). Il résulte de 3.3 et (2.18.3) que
F" : W ^ + i Q x ^ W i Q x = O x a pour image Z^Qx- D'autre part, comme FV=VF=p, F"
s'annule sur VW^Qx. Prouvons que l'on a

Ke^F-W^Ox^^-VW^x.

On peut supposer n ̂  1, le cas n=0 étant trivial. On a

KerF^Ker;/3^ Fil1 W^Q^VW.Qx+^VW^x"1-

II suffît donc de prouver que, pour 1 ̂  m ^ n, on a

(*) (KerF^n^W.Qx+FirW^iQ^^VW^x+Fir^W^iQx.

Soitz=Vx+^Vmy,xeW„Ox-} ;€W„-n-^Qx~ l^elqueF nz=O.D'après2.18,onadonc
F^^^O, donc (3.3) C'^'^^^O, ^ désignant l'image de y dans Ox~1» ^onc

finalement d}7=0. D'après Cartier, 3.3 et 2.18, il en résulte qu'il existe (localement)
/eW^+2-m^x"1 tel q^ y=F / mod Fi^W^+i-^Ox"^ et q^ P^ conséquent on a
d V^" ̂  e VW^ Qx + Fir+1 W^+1 Qx.ce q111 prouve (*), donc établit Fisomorphisme (3.11.3).
D'après 3.3 et (2.18.2), F" à : W^+iQx-^0^1 a P0^ lm2i^ Bn+l^x+l et s'annule sur
FW^+2Ûx- Prouvons que

Ker(F^:W^lQx-^Ox+ l)=FW^2^•

II suffit de montrer que, pour m ^ n, on a

(**) Ker(F^)nFi^W^lQxC=FW^2Ûx+Fi l m + l W^lQx•

Si z^^+dV^ est tel que F"c/z=0, on a F^^^O, d'où, comme précédemment,
dx==0, où x est l'image de x dans Q^ ce ^m permet d'écrire (localement) x=Fx' mod
Fil lW^l-^. On a alors V^^FV^' mod F i l m + l W^+lQx d'où (**) puisque
d\my=¥d\m+l y . L'isomorphisme (3.11.4) est donc établi. Quant à la commutativité de
(3.11.5) et (3.11.6), elle découle trivialement de 3.3.

Remarques 3.12. - (a) L'isomorphisme (3.11.4), pour i=0,

W^x/FW^x^B.Qx

coïncide avec celui défini par Serre ([66], § 7, lemme 2). Cela résulte aisément de 2.18.
(fc) Le lecteur vérifiera que, grâce à (3.11.1), (3.11.2), on peut réécrire la suite exacte

horizontale (resp. verticale) de (3.9.1) sous la forme

0 -^ Ker F -^ Ker p ^ Ker V -> 0
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v
(resp. 0 -> Ker V -> Ker p -> Ker F -> 0), avec

F: W^QX^W.QL P : W,^Ox^W,^QL V : W.Qx-^W^Qx

(resp.V:W,^ûx^W,^x).
D. Filtration canonique etfîltration p-adique.

PROPOSITION 3.13. - Pour tout n ̂  0, l'application p : gr"WQx -> gr"^ WQ'x ̂ ^
^n 3.4 ^sî un quasi-isomorphisme.

Compte tenu de 3.4, il s'agit de prouver que gr"^ WQx/Pgi^WOx est acyclique. Si
xeQx est tel que rfV^1 xepW.^Q^1, on a ̂ =Fn + l ^V"^ x=0, donc x mod Bi Q^
appartient à l'image de C ~ 1 . Or d'après 2.18 et 3.3, on a VC'^p : ûx-^^Qx, et
comme le carré

ûx^W^Ox-l , l1-
W,^Qx-W,^ûx

est commutatif, on en déduit que V"^ xepg^WQx» ce q^ prouve l'acyclicité voulue.

COROLLAIRE 3.14. - Pour tout n ̂  0, l'application p " : Qx-^g^WQx <?st Mn (?uasf-
isomorphisme.

Remarque 3.14.1. — On peut aussi déduire 3.14, par localisation étale, du quasi-
isomorphisme (2.21.7) [grâce à Pisomorphisme (2.20.4)].

COROLLAIRE 3.15. — Pour tout n ̂  1, la projection canonique

(3.15.1) W^Qx/pW^Qx^û^W^Qx/FiPW^x

est un quasi-isomorphisme.
Il revient au même de prouver que la projection

(3-15.2) W^iQx/pW^iQx^W^Qx/pW.Ox

est un quasi-isomorphisme. Or le morphisme de suites exactes

O-gr-Wûx^W^Qx-^W.Qx^O
°i -i -i

0^gr"WOx-^W^Qx^W,Qx^O

fournit, d'après 3.4, la suite exacte

O-^g r -^W^x^gr^WQx^W^inx /p -^W^iQx /P^O.

L'assertion à prouver découle donc de 3.13.
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COROLLAIRE 3.16. — La projection canonique

(3.16.1) WQx/j?WQx-^Qx

est un quasi-isomorphisme.

Si U=Spec(A) est un ouvert affine de X, on a F(U, W^/pW^)=W^\/pW^\
(11.3.1), et le système projectifW. Çî\ / p W. Çî\ est strict. Il en résulte que la flèche canonique

w Qx / P w Qx -^ R i™ w. Qx / P w. Qx

est un isomorphisme. Le système projectif /^(W.Qx/pW.Qx) étant essentiellement
constant, on a R^ lim H ' ^ O pour q > 0, d'où 3.16. Plus généralement :

COROLLAIRE 3.17. — Pour tout n ̂  0, les flèches naturelles de pro-objets

(3.17.1) ^W.Qx-^FiPW.Qx,

(3.17.2) W.Qx/^W.Qx-^Qx

sonî ^5 quasi-isomorphismes (i.e. induisent des isomorphismes sur les pro-objets de
cohomologie), et la flèche canonique

(3.17.3) WOx/p"WOx-W^Qx

est un quasi-isomorphisme.
Comme Fil0 W. Qx = ̂ . ̂ x»n revient au même de prouver que (3.17.1) ou (3.17.2) est un

quasi-isomorphisme, ou encore que la flèche

(*) ^W.Qx/P^W.Qx-^W.Qx

est un quasi-isomorphisme (de pro-objets). Or, dans le carré commutatif

W.Qx/pW.Qx^^W.Qx/P^W.Qx

.(3.15.1) (3-15-^ ^ \^
QX ———^——. gr-W.Q-x,

la flèche horizontale est un isomorphisme de pro-objets (3.5), donc d'après 3.14 et 3.15 la
flèche (*) est un quasi-isomorphisme. On en déduit comme en 3.16 que (3.17.3) est un quasi-
isomorphisme.

PROPOSITION 3.18. — Pour tout n ̂  1 et tout i, la projection canonique Wn Qx -)> ^x donne
une suite exacte

(3.18.1) O^VW^QX-^W^QX-^W.QX/VW^QX^QX^O.
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Le seul point non évident est l'injectivité de d. Si d\x=\y, avec xeW^-iQx" 1»
y e W^_ i Qx, on en déduit dx=¥ d\ x=W y=py. Six est l'image de x dans Q^/Ki^x"1.
on a donc (localement) x = C ~ 1 z, pour z e Q x 1 - Soit zeW^Ox relevant z. D'après 3.3 et
3.15,onadoncFz=xmodpW„-lQx~ l+^wn-l^x - 2»d o n c v x ePwn^L c equ iP r o u ve
l'injectivité de d.

COROLLAIRE 3.19. — La projection W.Qx -)" ̂ x ^o^^ ^^ sî^ exacte de pro-objets

(3.19.1) O^W.QX^/FW.QX'^W.QX/VW.ÛX^ÛX-^O.

En effet, d'après (3.5.1), V donne un isomorphisme de pro-objets

W.Qx^/FW.Qx'^VW.Qx^/pW.Qx"1

Remarques 3.19.2. — (à) Par les isomorphismes (3.11.3), (3.11.4), la suite exacte (3.19.1)
c"

s'identifie à la suite exacte 0 -> B.Qx "̂  Z.^x ~^ ^x -> ̂  °ù les flèches de transitions sont
données par C sur Z. Q^, B. Qx ' et l'identité sur fi.1^. On a en effet un diagramme commutatif

W^Qx^/F-^Qx/V-Ox

F"-2^ ^ F"-

B,_i01 — — ^ Z . - i Q x ^ œBn-iûx ——^ Z ^ _ i & ^ x -^ ^^x

(^) Si U = Spec (A) est un ouvert affine de X, on a F (U, B. Qx)= B.çî^ et 1e système projectif
B.QA est strict. Il en résulte que la limite projective de (3.19.1) est une suite exacte, qui,
compte tenu de (3.6.2), s'écrit :

d\
(3.19.2.1) O^WQx^/FWOx'^WQx/VWQx-^x-^O.

Le résultat suivant raffine 3.15 :

COROLLAIRE 3.20. — Pour tout n ̂  1 et tout i, (3.15.1) induit un quasi-isomorphisme
d a

O^W^x/^W„Ox/P^. . •^W,Qx~ l /P^W,Ox/VW,- lOx^O

(3.20.1)

0 -, ^x——^ûx——> . . . 0 - . Ox~1 ——â—> ^x-^0.

Notons Mi (resp*. Qx'1) la ligne supérieure (resp. inférieure),de (3.20.1). La projection
(3.15.1) donne un morphisme de suites exactes de complexes

0 -^ N,[-f] -. M, -> M,._i ̂  0
(*) i l l

O-QxMl-ûx1^1-1^,
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ou

N-^-^VW^iQx-^pW.Qr^W^x/VW^iQx-^O)

avec W^QX /^ placé en degré 0. Pour i supérieur à la dimension relative de X (qu'on peut
supposer bornée), (3.20.1) est un quasi-isomorphisme en vertu de 3.7 (a) et 3.15. D'autre
part, la flèche verticale de gauche de (*) est un quasi-isomorphisme d'après 3.18. Par
récurrence descendante sur f, on en conclut que (3.20.1) est un quasi-isomorphisme.

E. Cycles de W.Q'x-

PROPOSITION 3.21. — Pour tout n ̂  1 et tout f , on a

Ker^W^x^W.Q^^F-W^Qx-

Comme d ¥ " = ? " ¥ " d (2.18.2), on a F" W^n ûx c= Ker d. Inversement, soit xeW^Qx te!
que dx=Q. Supposons prouvé que xeF rW„+,.Ox' avec r < n' On peut donc écrire
(localement) x-F^, ^eW^.Qx, et dx=pr¥rdy=0, donc (3.4.1) F'^eFil^'W^Q^1,
et a fortiori ¥ ' ' dye¥i\1 W^Q^1 puisque r < n. Si y est l'image de y dans Qx» on en déduit
que C'^^O, donc ^=0. Grâce à 3.15 il en résulte que l'on peut écrire loca-
lement y=¥u+pv-}-dw, avec ueWn+r+i^-x' ve^Wn+r^-x' ^^^n+r^'x'1- Donc
^ = F ( K + V u + ^ V w ) , et par suite x e ¥ r + l W^+r+i^x- La proposition en résulte.

Remarques 3.21.1. — Par un argument analogue, on peut montrer que l'on a, plus
généralement, pour tout n ̂  1, tout k ^ 0 et tout i :

(3.21.1.1) Ke^F^W^Qx^W.Qx^F^.^Qx.

Il en résulte facilement que l'on a

(3.21.1.2) Ke^F^W^Qx^W^^W.QL

ce qui généralise (3.11.1) et (3.11.3).
On vérifie également que l'on a, pour tout n ̂  1, tout k ^ 0 et tout i :

(3.21.1.3) Ker^V^W^x^W^Q^^F^W^+feQL
(3.21.1.4) Ker^ : W,0x -^ W^Q^F^V^WkQx"1,

généralisant 3.8 et (3.11.2).
D'autre part, le fait que la projection WQx/P^^x -^ ̂ ^x soit un quasi-

isomorphisme entraîne, compte tenu de 3.21, de la surjectivité de WQx -> ̂ m^x et des
relations p"=F"V", ^F^Y", que l'on a

(3.21.1.5) ^-^"WQ^^F^WQ^

pour tout n ̂  0 et tout i. Il s'agit, en un sens, d'une variante universelle de (02.3.13).
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COROLLAIRE 3.22. — F induit un automorphisme du pro-objet

ZW. Qx d^ Ker (d : W. Qx -^ W. Q^1)-

Comme Ê?F=^F^, F induit un endomorphisme de ZW.Qx, ̂  est injectif d'après 3.5.
D'autre part, 3.21 entraîne que ZW.Qx est isomorphe au pro-objet défini par le système
projectif double F"W,,+^Qx ((n' w)^^2), dont F est un endomorphisme surjectif, d'où le
corollaire.

Si X est de dimension relative N, on retrouve en particulier que F induit un
automorphisme du pro-objet W.Q^ [3.7 (b)].

F. Points fixes de F (voir aussi 5.7).
3.23. Pour n ̂  1, notons

(3.23.1) d\og: ^x-^Qx,

rhomomorphisme de faisceaux abéliens défini par x\—>dx_/x_, où x_=(x, 0, 0, . . . ) est le
représentant multiplicatif de x dans W^x- Poiii" ^ variable, les applications (3.23.1)
forment un homomorphisme du système projectif constant (9^ dans le système projectif
W.Qx.

PROPOSITION 3.23.2. — Pour tout n^ l , la suite

dïog
O^^^-^W^QX

est exacte.

Comme j?"W,,Qx==0, on a d log (^^)=0. Inversement, soit xe^x tel que d\ogx=0.
Supposons qu'on puisse écrire (localement) x=ypm, y e ^ ^ , pour un m tel que 0 ̂  m < n. On a
alors^ log x=pm d log }^=0,donc(3.4.1)^ log ye¥i\n~mW^Q.^czFi\l'WnQ.^etp2LTsmte
l'image de d log y dans Qx est mille. Il en résulte que y e ( 9 y , donc xeO^1, d'où la
proposition.

COROLLAIRE 3.23.3. — Pour tout n^O, on a

d log (^x)^Fil"W.Qx=^"^log(^).

PROPOSITION 3.24 (cf. [12], II 7.5.2). - Pour tout n^l et tout m tel que O^m^n , on a

(3.24.1) Ker( l -F:Fi lwW^^Qx->W„Qx)CPW^log(^)+F i l n wn+lQ^

où 1 : W^+i Qx "̂  ̂ n^ désigne (par abus) la projection canonique.
D'après 2.17, le composé (1 - F) d log : (9^-^ W^ Qx est nuL n suffït donc de prouver que,

pour m<n, on a

(3.24.2) Ker(l-F : Fil'W^iQx -> W^)<=.pmd log (^x)+Film+l W,+i Qx.

La démonstration qui suit est une simple traduction de celle donnée dans [12], loc. cit.
Supposons d'abord m = 0, et soit x e Wn+1 Qx tel que F x = x. D'après 3.3, il en résulte que,
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si x est l'image de xdansQ^, onaC"1 x=x dans Q^/BiO^, donc, en vertu de (02.1.25), il
existe (localement) ae(9^ tel que x=d log a,i.e.x=^a/amod Fil1 Wn+iQ^.Donc(3.24.2)
est vrai pour m==0. Supposons m^l , et soit x=V W ^+^V W z , ^eW^+i -^Q^ ,
zeW„+l -^^x , te l squeFx==.x(c f .3 .2 ) .Grâceà2 .18 , l î imagede^V W - l zdansgr m - l WQ^
est alors nulle, donc (3.8.2) il existe (localement) u e 0^ tel que z =^" mod Fil i. Par suite,
x=ym y+pmdu mod Film+l, donc, en changeant les notations, on peut supposer x écrit
sous la forme x=ymy-{-d\m+l z , yeW^^^, zeW,,_^x- L'égalité Fx-x=0 dans
g^WQx entraîne

(*) -ym(¥y-y)=d'Vmz mod Fil"-'1.

D'après (3.8.2), il existe donc (localement) b e W d?x tel que z = y"' mod VW^x» et par suite
d\mz=pmdb mod Fil^1. La relation (*) se récrit

V^F^-^+F^^O mod Fil^.

Donc, d'après (3.8.1), l'image de F y — y + F" db dans Qx appartient à B^ Ox- Or l'image de
F" db dans Ox appartient à B^+1 Qx [3 • 3 et (0 2.2.2)]. Par suite» si }7 est l'image de y dans
QX/B^OX» on a C'^-^O dans Ox/fim+i^. donc, en vertu de (02.2.9), il existe
localement c^e(9^ tel que y=d log a, donc (3.8.1) :

\^y=y^(da/a) mod Fir-'1^^/^ mod Fir-'1

et finalement x==pmd\og a mod Fil^1, ce qui prouve (3.24.2), donc 3.24.
Remarque 3.25. — Par un argument analogue, on voit que, pour tout n ̂  0 et tout m tel que

O^m^n , on a aussi

(3.25.1) Ker(l-F : Fil-W^i Qx ̂  W,+i O^/^V^x)^11?"^ log (^x)+Fil"W^iQx-

où F (resp. 1) : W^+i Qx -> W^+i Qx/^^x est l'application (3.3.1) (resp. la projection
canonique).

PROPOSITION 3.26. — Pour tout n^l et tout i, l'application

(3.26.1) 1-F: W^Qx^W,Qx

(où 1 désigne la projection canonique) est surjective pour la topologie étale.
Pour xeW^Qx"1» on a

^c=FrfVx-rfVx+FdV2x-rfV2x+ ... =(F-l)(^Vx+ ... +rfVnx),

donc l'image de 1-F, pour la topologie de Zariski, contient rfW^Qx"1- II suffit donc de
prouver que, pour m <n ,V W W„-^Ox est contenu, mod Filw+l, dans l'image de 1-F pour la
topologie étale. Comme l'application 1-C ~1 : Qx/B^_ i Ox "̂  ^x/^m ̂ x est surjective pour
la topologie étale (02.2.9), la conclusion découle de 3.3 et 3.8.
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Mettant ensemble 3.23.2, 3.24 pour m=0, et 3.26, on obtient :

COROLLAIRE 3.27 (cf. [12], II 7.5.1). - La suite de pro-objets

. diog 1-F
(3.27.1) O-.^/^ -4w.Q^—^W.O^O

est exacte pour la topologie étale.
Pour une référence ultérieure, rappelons d'autre part le résultat élémentaire suivant :

PROPOSITION 3.28. — Pour tout n^l , la suite

(3.28.1) (^(Z/p^x^W^x^W^x

est exacte (et 1—F est surjectif pour la topologie étale).
Le raffinement suivant de 3.27, 3.28 nous sera également utile :

COROLLAIRE 3.29. — On a des suites exactes, pour la topologie étale, de complexes de pro-
objets

(3.29.1) 0->(Z/j/ Z)x-^W.Qx^W.ftx -^0,
* diog „ , 1-F' „ ,

(3.29.2) O^^/^H-ll^W.Q^—^W.O^-^O,

où W.ftj|1 est le tronqué naïfO -^ W.Q^ -̂  W.Ox ->... (avec W.Qx en degré 1), et ¥ ' est
rendomorphisme de W.i2j|1 défini par p 1 ' 1 F en degré i.

Compte tenu de 3.27, 3.28, il suffit de prouver le :

LEMME 3.30. ~ Pour tout r ̂  1 et tout i, 1 - ̂  F est un automorphisme du pro-objet W. fi^.
La multiplication par p ' dans W. Qx envoie Fil" W. Qx dans Fip+1 w. °x donc induit un

homomorphisme^' : W^Qx -> wn+l ̂ x (c/ 3'4)' et il est clair ̂  le carré

W^Qx C W^iQx-i . i-
W^Qx ^ W,Qx

est commutatif. L îendomorphismeprF=Fpr de W^x vérifïe donc (p'F^O. et par suite
l - p 1 ' ? est un automorphisme de W^Qx (d'inverse ^ (p'F)^). Le lemme en résulte,

— mï0

puisque l-p'F : W„Qx-^wn-lQx est composé de l-p'F et de la projection
W^QX-W^QX.

G. Complément sur lafiltration canonique. — Le résultat ci-après ne sera pas utilisé dans la
suite de cet article, mais jouera un rôle important dans [37].

PROPOSITION 3.31. - Avec la notation (3.1.2), on a, pour tout n^O:

FiPWO^V'WQx+^WQx"1
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Le composé de V" : W.Qx -> W. + ̂ Qx^ de la projection W.+^Qx -)> W.Qx étant nul, on
aV"WOxcFil"WQx»e t comme Fil" W Qx est un idéal différentiel gradué, on en déduit une
inclusion

(1) Fil^WQx ^Fil"WQx-

où FiPWQx= v"W Qx+^ v" Q x - l • Celle-ci étant une égalité pour n=0, il suffit de
prouver qu'elle induit un isomorphisme sur les gradués associés. D'après (3.19.2.1), gr° (1)
est un isomorphisme. Il s'ensuit que V" et dV" définissent, par passage au quotient, des flèches

V" : Qx-^WQx/Fil^WQx»

dV" : Qx'^WOx/V^Qx+^V^^0^1-

Compte tenu de la structure du gradué associé à la filtration canonique (3.8,3.9), gr" (1) sera
un isomorphisme si l'on montre que l'on a

(2) KerV^B^Qx,

(3) KerdV^Z^x"1.

Soient x, ^eWQx, zeWQx"1 tels q^ V^^^1 j^V^z. On en déduit
pn(¥x-py)=dz, donc, d'après (3.21.1.5), il existe (localement) t e W ûx~1 tel q^ z = Fn L

Par suite, x = V y + F" rfV z, d'où (2), grâce à (3.11.4). De manière analogue, si x, z e W Qx~1 -
^eWQwSontte lsquerfVMx=V n^+rfV"+ lz,onent i re^(x-Vz)=p n^,donc(3.21.1 .5) i l
existe (localement) t e W Qx~1 tel q^ x ~ v z = Fn ^ dîoù (3)' ̂ êice à (3 •1 L 3)'ce ̂ m achève la
démonstration.

Remarque 3.32. - On a vu (3.6) que V"WQx est fermé dans WQx P0^ la topologie
canonique (3.1). En revanche, rfVWQx"1 nîest Pa8 en général fermé : par exemple, si

00

A=Fp[T], l'élément ^ ^"T^^T/T de WO^ (cf. 2.16.1) est adhérent à ^WA, mais
n=0

n'appartient pas à ^WA, comme on le vérifie aisément.

4. TORSION DU COMPLEXE DE DE RHAM DE W^x. - Saufmention du contraire, S désigne un
schéma parfait de car. p , et/ : X -> S un morphisme lisse.

4.1. Notons Qw^x == ̂ x//-1 W(PS le comPlexe de De Rham (le la^ ~1 w ̂ s-algèbre W ̂ x
(03.1.1). Pour n^O, notons

(4.1.1) Fil'Qw^cQ^

le noyau de la projection naturelle Owc^x ̂  ^w^x=^w"(px/^-lw"c)s? Le' ^^éal différentiel
gradué engendré par VW^x- Désignons d'autre part par

(4.1.2) Tcî^,

l'idéal différentiel gradué formé des éléments de p-torsion.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



584 L. ILLUSIE

On a un homomorphisme canonique d'adg :

(4 '1-3) o^-wox
défini par l'identité en degré 0.

THÉORÈME 4.2. - Uhomomorphisme (4.1.3) induit, pour tout n^O, un isomorphisme

( 4 < 2 > 1 ) ^w^/(T+Fil"Q^^)^W^Qx.

La démonstration nécessite quelques préliminaires.

LEMME 4.3.- 5ofr F F endomorphisme de Q^ A?/im par F ^n J^r^ 0. On a F (T) c T ^r
77-i(T)c=T. x

La première inclusion est triviale. D'autre part, l'injection naturelle

^w^x^ ^^w^x® 0 ?
z?

est compatible aux endomorphismes F et F (x) 1. Or

Qw^ ® ̂ ^(W^W^s®^^ z,

et les endomorphismes F ® 1 de W^x ® Qp et /-1 W^s ® Qp sont des automorphismes

(d'inverses V ® p -1). L'endomorphisme F ® 1 de Q^ ® Qp est donc un automorphisme,
^

donc l'endomorphisme F de Q'^^/T est injectif, ce qui prouve 4.3.

LEMME 4.4. - (a) L'endomorphisme F de W^x ^ prolonge de manière unique en un
endomorphisme d'algèbres graduées F de Q.^^/T tel que d ¥ = p ¥ d .

(fc) I I existe un unique homomorphisme V : Q^x/1' -^ ̂ w^^ ̂  ̂ ue FV=VF=p, 0^ F
^5î r endomorphisme défini en (a).

(c) On a

(4-4-1) F^=xp- l^+^a(x),

<2^/ que soit x e W ^ x » ûc ^anr l'application définie en (01.4.6), et

(4•4•2) xV^=V(Fx.^),

(4•4•3) V(x^)=Vx^V3;,

<ÎU^LS ^é' soient x , yeQ.^^ /T.

La formule Fx^^+pa^) pour xeW^x (01.4.6) entraîne que l'on a, pour tout f ^O,
^(^w^x^^^w^x- I^ exlste donc un endomorphisme F de Q^ /T tel que /^F^. Il est
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immédiat que l'on a d¥ = p F d, et que F (xy) = F x F y quels que soient x, y e Q^ /T. Celax
prouve l'assertion d'existence de (a). L'unicité est claire. L'assertion d'unicité dans (b) est
évidente. Pour l'existence, il suffit de noter que, pour f ^ O , on a p^Q^ cF(Q^ ),
comme le montre la formule

p^^adx^.. .dXi=FÇVad\x^.. .dVx,)

pour a, X i , . . . , x^eW^x. Les formules (4.4.1), (4.4.2), (4.4.3) sont immédiates.

LEMME4.5. — Posons Q^^ /T=M,^î,pOMrn^O,notonsFil"M Fima^^Fi^Q^ ^ans
M, i.e. Fi^M^T+FiPQ^VT. On a V(FilnM)cFiln+l M, et le système projectif
(MJng^, où M^=0 pour n^O et M,, = M/Fil" M pour n^O, mimi des applications
V : M ^ ^ - M ^ + i induites par Uendomorphisme V d^ M, est un \-pro-complexe de DR sur X
(1.1).

La formule (4.4.3) entraîne V(FilnM)c:Fil"+l M et V2 (1.1). La condition V I est
trivialement vérifiée (car WÛ?x est sans p-torsion). La relation d ¥ = p ¥ d , jointe à FV=p,
implique ¥d^=d, donc F(Filn+l M) c: Fil" M, et par suite F induit F : M,.-n-^ M,.
De (4.4.1) on déduit ¥da=ap~lda pour ae^^, donc ¥ da^=aI^l^da^_^ [avec la
notation a^ de 2.17 (a)], et V 3 en résulte, compte tenu de (4.4.2) et (4.4.3); le lemme est
donc démontré.

Preuve de 4.2. — Comme W Qx est sans P-torsion (3.6), la flèche (4.1.3) s'annule sur T,
donc fournit (4.2.1). D'autre part, comme M. est un V-pro-complexe de DR, il existe une
unique flèche [de VDR(X)] s : W.Qx -> M. induisant l'identité en degré 0. Les composés de
(4.2.1) et E dans les deux sens sont l'identité en degré 0, donc, comme M^ et W^Qx ^^
quotients de 0^ ' ^es Sèches (4.2.1) et e sont inverses l'une de l'autre, ce qui achève la
démonstration.

COROLLAIRE 4.6. — Posons

(4.6.1) fi.^^imQ.^^^ï^Q.^^^iïmfi.^^

Notons T' l'idéal différentiel gradué de Q^ formé des éléments de p-torsion. La flèche
canonique

(4.6.2) ûw^x^0^

limite projective des flèches n^ '' ^w^ -̂  ̂  Ox (1 • 3), induit, pour tout n ̂  0, un isomorphisme

(4 < 6-3) ^/(T+FiP^^^n^W.Ox-

donc un isomorphisme

(4.6.4) ûw^'^^

où T^lim (T + Fir^)/Fil^.
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Comme W Qx est sans ^-torsion (3.6), (4.6.2) s'annule sur T, donc fournit (4.6.3). Il est
immédiat que (4.6.3) est inverse de la flèche naturelle

û^x/CT+Fil") ̂  Q^/CT+Fil^),

où le premier membre est identifié à W^Qx par (4.2.1).

Exemple 4.7. Soit X=Spec(Fp[x]), où x est une indéterminée. Le lecteur vérifiera que,
pour n^ 1, les éléments ÇVnx)dx-pnxdVnx de 0^ sont des éléments non nuls de T' (cf
Lubkin [46]).

Le résultat suivant complète 4.6 et précise le lien entre notre construction et celle de
Lubkin [46].

THÉORÈME 4.8.- Soit F rendomorphisme de Q^ limite projective des endomorphismes F
de °w^x donnés Par F en degré 0. Notons N' l'idéal différentiel gradué de Q^p formé des
éléments de F-torsion (f. e. réunion des noyaux des F"). La flèche (4.6.2) induit, pour tout n ̂  0,
un isomorphisme

(4-8-1) ^W.x/(N/+Fi ln^W.x^)^wnQX.

Si l'on pose N^lin^N'+FiP^/Fil^, on a donc, avec les notations de 4.6 :

(4.8.2) N'=T'.

Soit F rendomorphisme de WQx défini par p 'F en degré f. Comme WQx est sans p-
torsion et que FV=VF=p, F est injectif. La flèche (4.6.2) s'annule donc sur N' et définit
(4.8.1) par passage au quotient. Pour prouver que (4.8.1) est un isomorphisme, il suffit, par
faisceautisation, de prouver que, pour S affine, S = Spec (k), et X affine, X = Spec (A), étale sur
une algèbre de polynômes k [ t ^ , . . . , 4], la flèche analogue

(4-8-3) Û^AN'+Fil^O^n^W^A

est un isomorphisme. Notons B la déformation étale de A sur

W { r i , . . . , r , } = H m W J ^ , . . . , 4 ] ,

et F l'endomorphisme de B relevant le frobenius de A et compatible à rendomorphisme de
W[î i , . . . , ty} donné par a et t,\-> rf. Rappelons qu'on dispose alors de l'homomorphisme
d'anneaux (01.3.20) :

ÎF : B^W(A),

compatible à F. Pour tout n^O, îp envoie p"B dans V"W(A), et l'homomorphisme de
p ^ / p ^ 1 B dans V^WA/V"^ WA qui s'en déduit s'identifie à F" : A -. A. Donc t, est
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injectif. Nous identifierons B à un sous-anneau de W(A) au moyen de tp. Pour n^O :

(4.8.4) R«= ̂  V^
m^n

est un sous-anneau de W (A) (grâce à la formule V x. y = V (x. F y)), fini sur B (car F" (RJ c: B);
on a Ro=B. Soit

(4.8.5) R=JR^V»B.
n nïQ

Notons QR le complexe de DR continu de R^/W (séparé complété, pour la topologie
p-adique, du complexe de DR algébrique). Rappelons que les composantes de Qg
sont projectives de type fini sur B, et que Q'̂  est engendré, comme W-adg,
par R^ (EGA Oiv 20.7.20). Posons

(4.8.6) QR=limQ^.

L'endomorphisme de Frobenius de WA laisse stable chaque R^, donc R, donc induit un
endomorphisme F de Q^ (resp. Qp). Désignons par

(4.8.7) NcQp,

l'idéal différentiel gradué formé des éléments de F-torsion.

LEMME 4.8.8.- La flèche canonique QB -> ̂ R/^ est injective, et Qp/N est sans p-torsion.
Pour tout n^O, on a F^R^cB, donc F" induit une flèche F" : QR^QB» dont la

composée avec la flèche canonique QB -> °R., est la flèche Fn : °B -> °B- Celle-ci est injective,
comme on le vérifie aisément en se reportant à la définition de F. Les flèches canoniques
Q^Q^ Qg-^Q^ sont donc injectives, et comme QanN=0, il en est de même
de QB ->QR /N. D'autre part, si x e Qp est tel que px e N, pour n assez grand on a p F n x = 0
et F"xeQB. donc Fnx=0 (car Q'a est sans P-torsion), i.e. xeN. Donc la multiplication
par p induit un endomorphisme injectif de QR/N, ce qui prouve 4.8.8.

LEMME 4.8.9. - (a) I I existe un unique endomorphisme d'algèbres graduées F de Op/N tel
que F^'F en degré i. On a d¥=p¥ à.

(b) I I existe un unique homomorphisme V : QR/N-^QR/N tel que FV=VF=p.
On a ̂ d=pd\, et \(xdy)=V x.dV y , x\y=^(¥x.y) quels que soient x, ^eOp/N.

Soit x e R^. On peut écrire x=^+Vz ,^eB,zeR^- i . Donc ¥ x = ¥ y - ^ p z ^ y p modpR^et
comme (¥2)^=0 mod pR», on en déduit ¥x=xp mod pRn. Il en résulte queF^Rjc^Q^
pour tout f^O, d'où (a). La première assertion de (b) se démontre comme 4.4(b), et le reste
est évident.

Comme la topologie induite sur R^ par la filtration V-adique de WA est la topologie
p-adique, les injections R^WA définissent des homomorphismes QR^OWA» dîoù un

homomorphisme

(4.8.10) "R-^^WA-
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Comme Wû^ est sans ^-torsion, le composé de (4.8.10) et de la flèche canonique
^WA -^WÛA (4.6.2) s'annule sur N, et fournit, pour tout n^O, un homomorphisme
d'algèbres différentielles graduées

(4.8.11) ^/(N+FiPO^W.Q;,,

où FiPQ* esl l ' idéal différentiel gradué de Q*̂  engendré par V " R .
LEMME 4.8.12. - Posons ÛR/N=L, et, pour n^O, F i l "L=Fi l " î2R/N n FII^QR,

L,=L/¥i\nL=^/^+¥i}n^,grnL=Fi\nL/¥i\n+lL.

(a) On a, pour tout i, Fi^L^VL'+dVL1-1 = ̂  V^B+^V^B"1-
m^M

(fc) QB^Fil"L=p»QB.
(c) La flèche canonique Qg -̂  L iWmî MU isomorphisme Q\ -> gr0 L, ^î l'on û, j?OMr tout i,

une suite exacte
O-.Qi/B.Qi^g^L^Qi-^Z^r^O

[avec les notations de (02.2.2)], OM /ÛE première flèche est induite par V ^r <a seconde associe à
la classe de Vx-^-dVy celle de y .

(d) La flèche (4.8.11) est un isomorphisme pour tout n.
Par définition, Fil"L est l'idéal différentiel gradué de L engendré par V"!.0^"!!.

Comme OR est engendré, comme W-adg, par R (4.8.6), il en est de même de L, et par
suite (a) découle de 4.8.9(fo). Soit xeQg n FiPL. D'après (a), on peut écrire :

x= ^ V^^+^V^z,,
O^w^N

avec y^eÇî^, z^eCg"1. Grâce à 4.8.9(^) on en déduit

F"+Nx=pn(FN^+pFN-l};l+ • • • +PN^N)+FN^o+FN-lrfZl+ ... +^N.

d'où
Fn+^x=pnu+p~^dv,

avecMeQB,l;eQB- l .D'après(02.3.16),onadoncF"+ NxepnFn + NQB^oncxepnQB^e
qui prouve (fc). La première assertion de (c) résulte de (a) et (fc), la seconde se démontre
comme 3.8 et 3.9.11 résulte de (c) et 3.9 que la flèche L -^ WÇ1\ déduite de (4.8.10) induit ,
pour tout n, un isomorphisme gr"L -> g r"WÛA> d'où (^).

Fm ^ /a démonstration de 4.8. — La flèche (4.8.10) induit, pour tout n^O, un
homomorphisme d'algèbres différentielles graduées

(4.8.13) QR/(N+Fil"QR)^Q^/(N'+Fil"(Q^r).

Si l'on identifie le premier membre à W»^ pa1' (4.8.11), (4.8.3) et (4.8.13) sont des
isomorphismes inverses l'un de l'autre, car W^û^ et Q^AAN'+Fil"^^) ) sont quotients
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de Q^A et ̂ ue ̂ es composés dans les deux sens induisent l'identité en degré 0. Cela achève la
démonstration de 4.8.

4.9. On peut donner du complexe L=QR/N de (4.8.12) la description un peu plus
concrète suivante. Posons, pour n^O et tout i :

(4.9.1) J.Q^p-QB^"1^^1^1)-

Pour n fixé, les J^ Qg forment une sous-W-adg J^ Qg de Qg (dans la terminologie d'Ogus [11],
8.6, J^QB est le sous-complexe de Qg défini par la fonction «jauge généralisée » x\->nx
sur Z); on a Jo OB = ̂ B • On vérifie immédiatement que F envoie J^ Og dans J^ +1 Qg, de sorte
qu'on peut définir

(4.9.2) J Q B = l i m J n Û B -
F

PROPOSITION 4.10. — Pour tout n^O, F" : QR -^ÛB ^^^ un isomorphisme

(4.10.1) Q;JN^J,QB.

OM N^ ^sî rf^a? différentiel gradué de Çï^ formé des éléments de F-torsion.
Par passage à la limite, les isomorphismes (4.10.1) définissent donc un isomorphisme

(4.10.2) Q R / N ^ J Û B -

Démontrons 4.10. On voit aisément que F" envoie Q^ dans J^ OB' Comme la restriction
de F à QB est injective, le noyau de F" : Q^ -> OB est N"- ^ reste à prouver que l'on a, pour
touti ,J^QBcF"(Qy. Or J^Q^p"1^ "^"P" OB'" 1). donc, d'après (02.3.13), on a

J,QB=^^B+P l+l^-l^B+ • • • +pn(i+l)OB+Pm^ÛB- l+ ... +p^Fn- lQB-l•

L'inclusion à démontrer en résulte, compte tenu de FV=VF=j?.

Exemple 4.11. - Soit A=k[T^, . . . . Tp], prenons

B=W{Ti, . . . , T,}=Hm WJTi, ..., TJ,

et F : B - ^ B donné par F(T,)=Tf. Posons C,=W {T^, . . . , T^}. Par analogie
avec 2.1, appelons entières les formes xeQ.^ qui s'écrivent

^ a^ ^ d log T^ , . . à log T, avec a^ ^e Cy,

et notons Ky. le sous-complexe de Qç formé des formes entières dont la différentielle est
entière. On voit facilement que F" i l d imt un isomorphisme / ' : K, + J, .0^. LecomplexeLde
4 . 8 . 1 2 apparaît a ins i comme une variante du complexe E introduit en 2.1.
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5. Comparaison avec le complexe des courbes typiques de Bloch [12].
5.0. Dans ce numéro, sauf mention du contraire, on suppose p> 2, on désigne par X un

schéma lisse sur un corps parfait k de car. p, et l'on suppose X de dimension <p. On
écrira W (resp. WJ pour W(Â') [resp. W,(/c)].

5.1. Rappel de la théorie de Bloch [12]. — Pour f^O, soit Cx le module des courbes
typiques sur le faisceau SK,+^ sur X, image de Kf^1 (^x^^dansXf+i par l'application
produit (ou « symbole ») (xi, . . . , Xi-n)i->{xi , . . . , x^-n}; on a Cx=W((Px)» et Cx=0
pour i>dim(X). L'application x \—>{ t, x ] , où t est une indéterminée, définit un complexe
(de W-modules) :

d d à

f5 1 n c' —(C° ->C1-> -> C1 -> }\ j . i.. L) ^x — IVx ^x • • • '"^^x • • ' )

(la différentielle d : Cx~1 -> Cx de (5.1.1) diffère de celle du complexe construit dans [12] par
le signe (-1)1 : le complexe (5.1.1) est donc isomorphe à celui de (loc. cit.) par la
multiplication par (-l)1^1)/2 en degré f; nous faisons ce choix pour simplifier certaines
formules plus bas (5.1.12)). Les Cx sont munis d'une structure de W (^x)-module et
d'opérateurs injectifs F et V, coïncidant pour f = 0 avec les opérateurs usuels. L'application
d : W^x "> Cx est une dérivation, et l'on a les relations

(5.1.2) FV=VF=^, d ¥ = p ¥ d , \d=pd\,
(5.1.3) x\y=\(¥x.y),

quels que soient xeW^J^Cx.En outre, Cx est muni d'une filtration décroissante par des
sous-complexes

(5.1.4) FiPC^Cx^FiPC'x^ . . . =)Fil"Cx^ . . . ,

telle que FiPC^V^^x), et que, si l'on pose

(5.1.5) C^Cx/FiPCx,

on ait

(5.1.6) Cx=mnC,x.

De plus, on a, pour tout n^O :

(5.1.7) V(FilnCx)c=FiP+lCx, F(Filn+l Cx)c:FiPCx,

de sorte que V (resp. F) induit des applications V : C^,x -> C^ix (^sp. F : C^ix -> C^x). Si
l'on pose

(5.1.8) Fil"C;x= J^^x-C^FiPCx/FrCx si ^r,
rx [ 0 si n^r,
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on a,pour tout i :

(5.1.9) FiPC^V-C^x+^V-C^x

(en convenant que C^x=0 pour m^O). Il existe un unique homomorphisme de systèmes
projectifs de complexes

(5.1.10) (p.: Qw^^C^

qui soit W. (^x)-lméaire en chaque degré et induise l'identité en degré 0; (pi : Ox ~^ ^*ix est un

isomorphisme (dans la suite, nous identifierons C'ix à Q*\ au moyen de (pi). Par passage à la
limite, (p. définit un morphisme de complexes, W(Démesure en chaque degré

(5.1.11) ( p : OW^GX-

où Û^^=\m}_Çî^^ (4.6.1).

PROPOSITION 5.1.12. — Quels que soient xe^, Y i ' ' ' ' ' Yi^^ï^ on a

(p(xrilog^i ...d\og^)=={E(xt),y^, . . . ,^},

où t est une indéterminée, E( ) désigne l'exponentielle d'Artin-Hasse, et, pour zç(9^,
z=(z ,0 , . . . , 0 , . . . ) = E ( z t ) e W ^ x (01.2.5).

On procède par récurrence sur i. Le cas i=0 est trivial. Supposons f ^ l . Posons
Y^ FI ^ • O n a :

i^^f

(p(x^log^i . . . ^log^i)=x(p(rflog^i .. .^log^.) =x(p(^~ l ^l • • . d^)

=x^~ l^(p(^l^2 • • • d^i)=xy~ld^)(^d\ogy2 . . . d\og^)

=xy_~1 { t , E { y t ) , y ^ , . . . , y,} (hypothèse de récurrence).

Comme à : C$ -> Cx est une dérivation, on a

{t,E(yt)}= ^ };i...^,...};.{î,E();,0}
l^J^i

(où au-dessus d'un symbole indique qu'on l'omet). Mais, d'après [12], II, § 7, 1.6 (ii), on a

{ î ,E (^ ,Q}=-{E(^0 , î }={E(3 ; , 0 , ^ , } ,

donc

{ t , E ( y t ) ] = ^ [ E ( y t ) , y , ] .
i^'^i
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Comme les Cx sont des W-modules, l'antisymétrie des symboles entraîne que
[ E ( y t ) , y p y ^ , .. ., y ,}=0 pour /'^2, donc finalement

(p(xlog}^ . . . d\ogyi)=x^~l{E(yt), y ^ , . . . , y i}={E{xt), y^ . . ., y , } ,

ce qui achève la démonstration.
Rappelons enfin que le gradué associé à Cx pour la filtration (5.1.4) :

(5.1.13) g^C^Fi^Cx/Fir-^C^FiPC;^ ̂ ,

possède une structure analogue à celle du gradué associé au complexe de DR-Witt pour la
filtration canonique (3.9) : on a, pour tout i, une suite exacte de d)^-mod\des '.

(5.1.14) O-F^^./B.Q^gr-C^F^^Q^^Z.Q^O,

où gr" Cx est considéré comme (9^-modvàe grâce à F : (9^ q: W^+1 (9^1 p W^+1 (9^ (et au fait
que pgr"Cx=0), a est induit par V" et b associe à la classe de V"x+JV"^ celle de y .

THÉORÈME 5.2. — Uhomomorphisme (p. ( 5 . 1 . 1 0 ) se factorise en

(5.2.1) Q^^W.QX^ C:x,

où 71. est la projection canonique 1 . 3 et u. est un isomorphisme, W\{0^)-linéaire en chaque
degré, compatible à F et V.

Si l'on savait a priori prolonger la structure de C^x en une structure de ^-adg de manière
que (C^x, V) soit un V-pro-complexe de DR (1.1), l'existence de la factorisation (5.2.1)
découlerait de la propriété universelle du pro-complexe de DR-Witt (1.4), et le fait que M. soit
un isomorphisme résulterait de 3.9 et (5.1.14). Faute de pouvoir définir directement
sur (C,*x, V) cette structure de V-pro-complexe de DR (que l'on récupérera a posteriori
comme corollaire de 5.2), nous construirons M. « à la main » en utilisant la structure fine du
complexe des formes entières (2.20).

Pour tout r et tout i, ÛW,(P (resp. W^Qx) est un faisceau quasi-cohérent sur W^(X), de
formation compatible à la localisation étale (1.13.1, 1.14). Il résulte de (5.1.14) qu'il en est
de même de C^x. De plus, (p., TT. commutent à la localisation étale. L'existence de la
factorisation (5.2.1) est donc locale pour la topologie étale. Par ailleurs, les relations (5.1.2)
entraînent que si M. est compatible à V, M. est automatiquement compatible à F. Enfin,
d'après (01.5.8), (1.5.1) et (5.1.3), la question de la compatibilité de M. à V est également
locale pour la topologie étale. Pour démontrer 5.2, il suffit donc de prouver le lemme
suivant :

LEMME 5.3.- Soit A = k [TI , . . . , T^, T i~1, . . . , T^~1]. Uhomomorphisme (p. . Q'w A -^ c^
se factorise en

(5 .3.1) t4^wX^C.\,

où M. est un isomorphisme W. {A)-linéaire en chaque degré, et compatible u V.
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Soit E le complexe de formes entières associé à A (2.20). Identifions W.Q^ à E.
par (2.20.4). On va construire un homomorphisme de complexes u : E -> C\, compatible
aux filtrations Fil* des deux membres, qui, par réduction mod Fil*, donnera Phomo-
morphisme u^ annoncé. On définira u en envoyant les éléments de base de E sur certains
symboles. Nous aurons besoin pour cela de réécrire ces éléments de base sous une forme
spécialement adaptée au calcul dans C\.

LEMME5.4. — S oient m un entier ^l,k=(k^, . . . , / cJeG==Z[p~ 1 ] " tel que Oi^ . . . ^a^,
où âi=Vp(ki). Posons p~~ai=qi (l^t^). Soit ^==(t'i, . . . , U une suite d'entiers tels que
1 ̂ l'i < . . . <i^^n. Notons (xi, . . . , xj la suite de monômes (de degrése Z") définie par

x^rtL si k^
tT,^ si k^Q

(avec la notation T^ = ]~[ T/ pour S c: [1, n], et la convention f ^+1 = n +1). Alors, en fonction des
ieS

hypothèses ï'i =1 ou i\ < 1, k^ e 1. ou k^ ^ Z, l'élément de base e^(k} e ̂ E"1 ( 2 . 7 . 1 ) est donné
par le tableau suivant :

Ki'i l = / i

f c ^ e Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tk n diogx, F^riT^ n d log x,
l^r^m 2^r^m

f c ^ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (V-^T^) n ^logx, (rfV-^T^) n d\ogx,f-dt ^qik^

\<^l•<.m l^r^m

(où d log u=du/u pour u inversible).
On va faire la vérification dans chacun des cas du tableau.
( 1 ) k i G Z et 1 < i i . Posons XQ = Tj^j, et soit t le plus grand indice tel que k,^Z. Compte

tenu du formulaire 2.2, qui entraîne notamment ¥(du)=(Fu)d log u si u est un monôme,
e^ =e, (k) s'écrit :

^—v-^o n dv ^r n F ^ n d\ogx,
l ^ r ^ t r ^ f + l r ^ t + 1

A ^0 A =0

=v-"-(A-o n F ' " d \ • x , n F - ' ^ n ^iog^)
l ^ ' ' ^ / r ^ r + l r ^ ( + l

A-, ^0 k, =0

^-^(xo n F-"+^x, n d\ogx,} ^ V - ^ y [] ^ l o g x ,
k, ^0 ki=0 \ < r < n i

où
y^^-^X^^

r^ l
fci ^0

d'où la formule du tableau.
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(2) fe i ^Z ^r / 1 = 1. Soit r comme en (1). Un calcul analogue donne :

^= n d v ^ x , n v^dx, n diogx^v-01^ n d\ogx,,
^^^t rït+l rït+ï 2^r^m

ki ^0 k, =0

avec

y=^, ̂ F ' - X ^ ^ ,

rï2
ki ^0

d'où la conclusion.
(3) k i e Z et l<ï'i. Si /Ci=0, fe=0 et l'assertion est triviale. Supposons donc k 17^0, et

posons xo=T^. On a :

^F^xo n ^'^r n d^gx^^y^d^gx,,
r^ l r^l rï\

k, ^Q k.=0

avec

^=xo n F-^^T^,
r^l

fe, ^0

donc F01 y=rTk, d'où la formule voulue.
(4) ^eZ et f i = l . On a

^= ]-[ v^dx, n ^ log x^F^^xi n F"01^^ n ^^g -^r)
r^l r^l r^2 r^2

fe, ^0 fc, =0 fe, T&O k, =0

^F^^n^og^^F^n^10^-
r^2 r^2

OU

^=x, n F'^^T^
r^2
fc.^0

ce qui achève la démonstration de 5.4.
5.5. Prouvons 5.3. Soient m un entier ^0, j_el^ (2.7, 2.11), fce^tp"1]", di=Vp{ki}. Si

O i ^ . . . ^a^, notons
/,WeQ1

l'élément défini comme suit : {a) si ^ î=0 :

/ç ç i \ r / » \ /• / 7 \ ) 1- sl k ^ G / . ,(5.5.1) /oW=/,(fe)=<[^-,,^ ^ ^^^
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avec la notation habituelle y^=(y, 0, . . .)çWA pour ^eA; si m^l ,^( fe) est donné par le
tableau suivant :

(5.5.2)

l<i'i i 'i=l

f e i e Z . . . . . . . . . . . {ECr^),^, ...,x,} ¥ a l { t , E ( ¥ - a l J k t ) , x „ ...,x,}
k^T........... V-01 { E(F-01 T^ t), xi, ..., x^} { t , E(F-Û1 Tk ̂  fll), x;,, ..., x ^ ] ,

où E ( ) désigne l'exponentielle d'Artin-Hasse et x i , . . . , x^ sont les monômes définis en 5.4
[ce tableau redonne d'ailleurs (5.5.1) par omission des x^, vu que y = E (yt)]. Sans hypothèse
de croissance sur la suite {a^, . . . , a^, on notera encore f,(k)eC^ l'élément défini par

(5.5.3)
'/oW=/o(^)(T'),
^(fc)=^)(TZ

le second membre étant défini par (5.5.1). (5.5.2), avec k', T comme en 2.9. Soit

(5.5.4) u : E-^C\

l'application, W-linéaire en chaque degré, définie par u(e, (k))=/, (k) (avec les notations de
2.9). On vérifie tout de suite que df, (k), V f, (k) sont donnés par les formules 2.11 (a), (b) où e
est remplacé par /. Donc u est un homomorphisme de complexes, compatible à V, donc à F.
Rappelons (2.20) que E contient comme sous-W-adg Q B = Q B / W » où
B=W[T\, . . . ,T , ,TF 1 , ...,T»-1].

LEMME 5.5.5. — La restriction de u à Qg coïncide avec l'application composée

. (1) . (2) . ^ <p
V|/ : Q B ^ Q ^ ^ O W A ^ C A ,

pu (1) est défini par l'inclusion B c; E° c^ WA (2.3, 2.20), (2) est l'application canonique
(4.6.1), et (p l'application (5.1.11).

Les éléments ̂  (k), pour ke Z", me N,^el^, forment une base de Qg sur ̂  Comme u est
compatible à F, il suffit donc, compte tenu de 5.4 (ligne k ^ e Z ) , de prouver que, si fc,
Y i , - . . , y m sont dGS monômes (de degré e Z"), on a

(*) \|/(bdlog^i...dlog^J={E(bt),^i, . . . , ^ m }

[avec la convention que (*) se réduit à \|/(fc)=E(fct) si m==0]. Mais

\|/(M log ^ i . . .^ log ^J=cp(^dlogyi.. .^ logj/f) ,

donc (*) est cas particulier de 5.1.12.
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LEMME 5.5.6. — u est E°-linéaire en chaque degré.
Compte tenu de 5.4 et de la compatibilité de u à à, V, F, il suffit de vérifier que, si a, b,

Y i ' - - ' » y m sont des monômes (de degré e Z"), et r , se N, on a :

(i) u^a^^.d log y , . . .rilog^J^VaMV^.rf log y , . . .d log ^J,

(ii) u^a.d^^.d log ̂  . . .^ log y^u^d) uÇdV^.d log ̂ . . .d log^J.

Utilisant la compatibilité de M à F et l'injectivité de F sur C\, on se ramène, par application
d'une puissance convenable de F, à vérifier (i) pour r=s=0, et

(iii) uÇaF'db.d log y ^ . . .d log y^^u^uÇF'db.d log y ^ . . .d log ^J,

ce qui résulte de la B-linéarité de M (5.5.5).
Terminons la démonstration de 5.3. L'application u, étant compatible à d et V, envoie

FiPE^V^+^E1-1 (2.20) dans V^Ci+^CJ^cFiPC^, donc induit un
homomorphisme de systèmes projectifs de complexes, compatible à V :

u,: W.O^-.C;.

E. étant identifié à W.Q^ par (2.20.4). Par construction, u° : W.A -> W.A est l'identité;
d'autre part, d'après 5.5.7, M, est W.A linéaire en chaque degré. Le composé
M. 7i. : Qw A —)> C'.A Jouit des mêmes propriétés, donc coïncide avec (p. (5.1.10). Il découle de
3.9 et (5.1.14) que u, induit un isomorphisme gr W Q^ ->> g1" C^, donc est un isomorphisme.
Cela termine la démonstration de 5.3, donc de 5.2.

5.6. Par passage à la limite, l'isomorphisme M. (5.2.1) définit un isomorphisme de
complexes

(5.6.1) u: WQx^Cx ,

W (^xH^éaire en chaque degré, et compatible à F et V. Il résulte de 5.1.12 que l'on a

( 5 6 2 ) { u^nxd\ogy,...d\og^={^(xtpn\y„ . . . , y , ] ,
\ u^xd log y , . . .d log ̂ ,)={ t, E^"), y,, . . . ,> ' , }

quels que soient xe(9^, y ^ , . . . , .^e^x» ^ G ^ -
L'isomorphisme M. fait de C".x un système projectif d'adg, tej que (p. soit un

homomorphisme de systèmes projectifs d'adg. Le formulaire (5.1.2) , (5.1.3) se complète en
le formulaire 2.18. Cela résout affirmativement la question de Bloch [12], IV, Problem 1.

5.7. Généralisation de 3.27. — A partir de maintenant, on ne suppose plus p > 2, et l'on
désigne par S un schéma parfait de car. p , et par X un schéma lisse sur S (de dimension relative
quelconque).

Pour i^l et tout n, nous noterons

(5.7.1) WAog-
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le sous-faisceau abélien de W^ Qx engendré localement, pour la topologie étale sur X, par les
sections de la forme d log X i . . .à log x,, pour X i , . . . , x, e(9^, si n^ l , et W^Qx,iog=° sl

n ̂  0. Pour i fixé, les W^ Qx, iog forment un sous-pro-faisceau abélien W. Qx iog de W. Qx. Le
résultat suivant généralise 3.27 :

THÉORÈME 5.7.2. — Pcw /a topologie étale sur X, on a une suite exacte de pro-faisceaux

(5.7.2.1) O-^W.Qx.iog-^W.Qx^W.Ox-^0-

Pour xe(^x» on a F^ log x_ =dlog x (2.17), donc W.Qx,iog est contenu dans le noyau de
1 — F. L'exactitude de (5.7.2.1) à droite ayant déjà été vue (3.26), il reste donc à prouver
Ker(l—F)c:W.Qx iog- Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 5.7.3. — Pour tout n^O, on a une suite exacte pour la topologie étale sur X :

(5.7.3.1) O-.Q^og-^^x/B.Ox'-^^x/B^iûx-^O,

où ûx,iog=WiQx,iog et Kn est le faisceau défini en (02.2.2).
Pour n = 0, l'assertion découle immédiatement de (0 2.4.2). Le cas général s'en déduit par

le même argument qu'en (02.2.9).
L'exactitude de (5.7.2.1) au centre va résulter de la formule plus précise suivante [qui

généralise (3.24.1)] : pour n ^ l e t O ^ m ^ n :

(5.7.4) KerO-FiFil-W^iQ^W.Q^^P'W^iQx.iog+FiPW^iQx-

Comme (1 — F ) ( W ^ + i îîx,iog)=^ ^ suffit de prouver que, pour m<n, on a

(1) Ker(l-F:FilwW^lQ^W,Qx) c=PWW^lQx,log+Fi^+ lW,^Ox.

La démonstration est analogue à celle de (3.24.2). Tout d'abord, (5.7.3.1) pour n=0
entraîne que (1) est vrai pour m = 0. Supposons m ̂ 1 et soit x = V^ y + d'Y"1 z tel que F x = x
dansW„Qx•AlorsrfVW- lz=Odansgrm- lWQ^do^c(3.8.2)zeZ^Qx - lmodFil l ,e tpar
suite il existe (localement) u tel que z=¥mu mod Fil1, donc ymz=pmu mod Fil^1.
Changeant les notations, on peut donc récrire x = V W ^ + r f V m + l z. Écrivant F x — x = 0
dans g^WOx» on voit» par 3.8, qu'il existe (localement) fceWQx"1 te! q^
z=F m f c mod Fil1, donc V^^^ mod Fil^t, et que l'image de ¥ y - y dans Qx
appartient à B^+1 Qx- par (5.7.3.1), on en conclut que

^eW.Qx,iog mod Fil1 W.QX+BA

donc (3.8.1) V^e^W^+iQx^g mod Fir^W^+i Qx, d'où (1), ce qui achève la preuve de
(5.7.4), donc de 5.7.2.
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COROLLAIRE 5.7.5. — Pour tout n^l, la flèche naturelle

(5 .7 .5 .1) WX,iog/P"W.Q^iog^WA^

est un isomorphisme de pro-objets (i.e. le membre de gauche est essentiellement constant, de
valeur W.Q^g).

Cela résulte immédiatement de (5.7.4).
Sous les hypothèses de 5.0, notons

(5.7.6) rflog: SK^-^W^,

rhomomorphisme défini par d log (x)= { E ( r ) , x}. D'après 5.1.12, (5.7.6) induit un
épimorphisme de systèmes projectifs

(5.7.7) r f l o g : S K ^ / p S K ^ ^ W ^ ^

et, en particulier, un épimorphisme

(5.7.8) d\og: SK^/pSK^^^[=v(ï) (02.4.1)].

PROPOSITION 5.7.9. — Uhomomorphisme (5.7.7) est un isomorphisme si et seulement si
(5.7.8) est un isomorphisme.

Si (5.7.7) est un isomorphisme, (5.7.8) aussi d'après 5.7.5. Inversement, supposons que
(5.7.8) soit un isomorphisme, et prouvons que, pour n^ l , la suite

O-^^^X^W.Ox

est exacte. Soit xeSK^ tel que d\ogx=Q. Si x ^ p ' ^ ' y , avec 0 ^ m < n , on a pmdlogy=0,
donc (3.4.1) d log ^eFiP^cFil1, donc, (5.7.8) étant injectif, y ç p S K ^ , donc
^ç^m+.i S K ^ , d'où la proposition.

Comme il a déjà été dit, on ignore si (5.7.8) est un isomorphisme pour f^2 .

II. — Suite spectrale des pentes et applications

Soient S un schéma parfait de car. p et/ : X -> S un morphisme de type fini. On construit,
au n° 1, pour tout n ̂  1, une flèche canonique de D(WJS)) :

(l) R/cris*^x/w^)-R/*(w^x).
compatible aux structures multiplicatives des deux membres et fonctorielle en X (donc en
particulier compatible aux endomorphismes de Frobenius), et l'on prouve que (1) est un
isomorphisme quand/est lisse. En fait, la flèche (1) s'obtient par application de R/^ à une
flèche de D^-^WJ^s)) '•

(2) R^/W^)*(^X/W^))^W^,
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où, avec les notations de Berthelot [4], MX/WJS) désigne la projection sur le topos zariskien du
topos cristallin de X/WJS), et l'on montre que (2) est un isomorphisme pour/lisse. La
définition de (2) se fait par descente cohomologique et nécessite certains choix, inhérents au
calcul du premier membre de (2) comme complexe de De Rham (03.2) : choix d'ouverts
affines U; recouvrant X, de plongements des U^ dans des Y, formels lisses sur W(S), de
prolongements des immersions U^ -> Y^ en des flèches WJU,)-^YJil est même commode
de choisir les Y; avec des relèvements du frobenius de leur réduction mod p et d'utiliser les
flèches de Cartier tp de (01.3)]. Cependant la flèche (2) ne dépend pas de ces choix. Pour
prouver qu'elle est un isomorphisme quand/est lisse, on peut supposer, la question étant
locale sur X, que X se relève en Y formel lisse sur W (S) (et même que le frobenius se relève) et
la conclusion découle du fait que la flèche obtenue, de Q'y dans w °x. induit, d'après (13.14),
des quasi-isomorphismes sur les gradués associés (pour la filtration p-adique et la filtration
canonique). Une autre explication de ce fait est fournie par le résultat de Deligne (12.21.4).

La suite de cette partie est consacrée à l'extension des résultats globaux de [12] aux
schémas X propres et lisses sur un corps parfait k de car. p . Le théorème de comparaison
du n° 1 entraîne que la cohomologie cristalline de X par rapport à W, H*(X/W), est
Phypercohomologie de X à valeurs dans le complexe de De Rham-Will. Elle est donc
l'aboutissement d'une suite spectrale, dite suite spectrale des pentes, de terme
Ey = H7 (W Qx)- L'étude de cette suite spectrale fait l'objet des n08 2 et 3. On prouve d'abord,
au n° 2, diverses propriétés de finitude du terme initial, la plus importante étant 2.13, qui
généralise [12], III 2.2, et dont on déduit, au début du n° 3, la dégénérescence en Ei de la
suite spectrale des pentes modulo torsion, extension du résultat principal de Bloch [12],
III 3.2. La plupart du temps, nos arguments ne sont en fait qu'une simple paraphrase de ceux
de [12]. Dans la suite du n° 3, nous indiquons divers raffinements de ce théorème de
dégénérescence, dus pour l'essentiel à Nygaard ([54], [55]), notamment un critère de
dégénérescence en E i, et le fait que la suite spectrale des pentes d'une surface dégénère en E 2.
D'autres compléments, concernant la structure du terme E i de la suite spectrale des pentes et
la dégénérescence en E^ modulo torsion de la suite spectrale « conjuguée », seront donnés
dans [37].

Au n° 4, on examine quelques conséquences remarquables de l'absence de torsion dans le
terme initial de la suite spectrale des pentes. Les H^WQx) sont alors ^es modules de
Dieudonné co variants de groupes formels p-di visibles, dont on peut relier les dimensions aux
nombres de Hodge deX(4.5) . De plus, la suite spectrale de Hodge
Ey=H• /(Qx)=>HâJX//c) dégénère en Ei, H*(X/W) est sans torsion, et l'on retrouve
l'inégalité de Katz-Mazur-Ogus ([49], [11]) entre polygones de Newton et de Hodge, avec un
complément étonnant, observé par Bloch : pour chaque n, le polygone de Newton
de H"(X/W) rencontre le polygone de Hodge correspondant sur chaque intervalle où ce
dernier est de pente constante. Le n° 4 se termine par une autre application du théorème de
dégénérescence 3.2, indépendante des précédentes, concernant les schémas projectifs lisses
sur W admettant un endomorphisme relevant le frobenius (4.11).

A l'aide des suites exactes de (I 3 F), on met en relation, au n° 5, les parties de pentes Oet 1
de H*(X/W) avec la cohomologie étale H*(X, Zp)=l im H * ( X , Z/p") et la cohomologie
plate H * (X, Z y (1)) = lim H * (X, Up«). On obtient notamment une généralisation de l'inégalité
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d'Igusa-Artin-Mazur [2] p ^ b ^ — 2 h à tous les schémas projectifs lisses sur un corps
algébriquement clos de car. p (5.12). Nous nous sommes efforcés aussi de dégager, pour
le H2, des énoncés ne négligeant pas la torsion : (5.10.1), 5.14.

Le n° 6 contient une ébauche d'étude de la torsion de la cohomologie cristalline,
principalement du H2. Soit X un schéma propre et lisse sur un corps algébriquement clos k
de car. p . Si / est un nombre premier distinct de p, la théorie de Kummer montre que la
torsion de la cohomologie étale H^X, Z^) est toute entière algébrique, plus précisément,
siNS(X) est le groupe de Néron-Severi de X, l'homomorphisme «première classe de
Chern » envoie isomorphiquement la ^-torsion de NS(X) sur la torsion de H^X, J.i). En
cohomologie cristalline, on dispose de manière analogue d'un homomorphisme première
classe de Chern NS (X)(g)W -^ H 2 (X/W). Celui-ci est injectif, mais n'induit pas en général un
isomorphisme sur les parties de torsion [par exemple dans le cas d'une surface d'Enriques de
type a 2 (c/. 7.3)]. On peut se demander si ce défaut ne vient pas simplement du fait qu'on a
négligé la « torsion radicielle » du schéma de Picard, i.e. Pic^/Pic^ed=T• En ^fe^ k
module de Dieudonné co variant de T n'est autre que la V-torsion de H^W^x)' et ^ nîest

pas difficile de voir que ce module se relève canoniquement dans la torsion
de H 2 (X/W) (6.6) et est « disjoint » de la torsion de NS (X)®W (6.8). Il est donc naturel de
poser la question : la torsion de H 2 (X/W) est-elle somme de la V-torsion de H 2 (W ̂ x) et de
la torsion de NS(X)®W? La réponse est non. Si l'on désigne la somme précédente
par H2 (X/W)^ (partie « divisorielle » de la torsion), on prouve en effet (6.16) que le quotient
de la torsion de H2 (X/W) par H^X/W)^ contient le quotient de l'espace des 1-formes
globales fermées par le sous-espace des formes indéfiniment fermées (02.5.1), quotient qui
peut être non nul comme le montrent des exemples de Mumford-Oda [56] et W. Lang [44].
L'outil essentiel qu'on utilise dans cette étude est une extension canonique du faisceau des
covecteurs de Witt CW^x P^ le complexe de De Rham-Witt, variante de l'extension
universelle de la théorie de Dieudonné cristalline ([50], [10]). Cette extension permet
notamment de faire le lien entre le sous-espace H^X/W)^ ci-dessus et le sous-espace
canonique de ïî^(X/k) construit par Oda [56].

A titre d'illustration de la théorie, on décrit, au n° 7, la suite spectrale des pentes de
quelques surfaces.

1. LE THÉORÈME DE COMPARAISON.

1.1. Soient S un schéma parfait de car. p , W==W(S), W^=WJS) (01.5). Soit X un
S-schéma de type fini. Pour n ̂  1, notons (X/WJ^is 1e topos cristallin de X par rapport
à W^, muni de la PD-structure canonique (01.4.3), ^x/w,, : (X/^Jcris-> ^zar 1e

morphisme canonique (03.2.2), ^x/w,, 1e faisceau d'anneaux structural de (X/WJ^g
(03.2.1). On va définir, pour tout n ^ 1, un homomorphisme

(1 .1 .1) I^ /x /w^x/wJ^W.Qx-

de D(/ -1 W^s) (où/: X -> S est la projection), de la manière suivante.
Supposons d'abord qu'on puisse plonger X, par une immersion fermée, dans un schéma

formel Y lisse sur W, muni d'un W-morphisme F : \-> Y ( o )=Yxw(W, a) relevant le
frobenius de YxyyS. Pour n ^ l , posons Y ^ = Y x ^ W^, et notons Y^ l'enveloppe à
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puissances divisées (compatible aux PD canoniques de W^) de X dans Y^. On sait (03.2.4)
qu'on a un isomorphisme canonique [de D(/ -1 W^g)] :

(03.1.6)

(1-1-2) R^X/W^X/wJ^^®^ûy^ = û^^ ^

Par ailleurs, rhomomorphisme composé

(1.1.3) ^W(^)^f^W(^x)

où ty est la flèche de Cartier (01.3.20) et la seconde flèche la flèche de fonctorialité associée à
l'immersion 11 : X -> Y i, envoie p " Q^ dans i i ^ V" W (<?x) donc induit un homomorphisme

(1.1.4) ^^'i*W^x).

Comme îp : (Py-> ̂ ^Y,) est compatible aux projections naturelles (9^ -> (9^^,
W(^Y,)-^Y^ ( l - l - 4 ) envoie l'idéal de X dans Y^ dans i ' i*VW^-i(^x)» donc. g^6 à la

PD-structure de VW^-i (^x)» se factorise en un PD-morphisme

(1.1.5) ^-^WJ^x).

La formule (12.18.6) entraîne (03.1.2) que rhomomorphisme composé

^^Û^^W^Qx.

où la première flèche est rhomomorphisme de complexes de DR défini par (1.1.5) et n^ la
flèche canonique (11.3), se factorise en un homomorphisme (de W^-adg) :

( 1 . 1 . 6 ) 0 - r i^W.Qx.

Nous définirons (1.1.1) comme le composé de (1.1.2) et (1.1.6). Ce composé ne dépend pas
du choix de (i, F). En effet, si f : X -> Y' est une immersion fermée de X dans un W-schéma
formel lisse muni d'un relèvement F' du frobenius de Yi , soit7=(i, Q : X-^Z=Yx^Y'
l'immersion diagonale, et munissons Z du relèvement G=FxwF' du Frobenius de Zi.
D'après [03.2.5 (a}], on a un carré commutatif

R^x/w^x/wJ -^ Q^ ^

(1.1.7)

R^x/w^x/wJ ^ û^ ^

où les flèches horizontales sont les isomorphismes (1.1.2) et la flèche verticale de droite est
définie par la projection canonique p : Z -> Y. Comme p est compatible aux relèvements G,
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^Y-^W(^)

p*^ ^P^W^)

(où les flèches verticales sont les flèches canoniques) est commutatif(01.3.19), et par suite il
en est de même du carré

Q^ ^ ^ W^

(1.1.8) | ^

°L ] - ^^X

où les flèches horizontales sont données par (1.1.6) et la flèche verticale de gauche est la flèche
de fonctorialité définie par p . Combinant les carrés (1.1.7) et (1.1.8), on voit que les
composés (1.1.1) définis à l'aide de (f, F) et (j, G) sont identiques. De même les composés
définis à l'aide de (f, F') et (7, G) sont identiques, ce qui prouve l'indépendance annoncée.

Dans le cas général, choisissons un recouvrement ouvert 80 : Uo -> X et une immersion
fermée ÎQ de Uo dans un W-schéma formel lisse Yo, muni de F : Yo -^Y^ relevant le
frobenius de (Yo)i=Yo^S. On en déduit une immersion fermée f. : U. c^ Y., où
U.=cosq(Uo/X), Y.=cosq (Yo/W). Si 8 : U. -> X est la projection, on a un isomorphisme
canonique (0 3.2.6.2) :

(1.1.9) R^x/w^x/w^Re*Q^ ^ ,

où Y^=Y.xwW^ et Y^ désigne l'enveloppe à puissances divisées de U. dans Y^. D'autre
part, F se prolonge canoniquement à Y. et permet de définir un homomorphisme analogue
à(1.1.6) :

(1-1-10) Q^^W^,

Par descente cohomologique, on a un isomorphisme canonique

(1.1.11) R£*W,OU ^W.QX.

qui, composé avec Re^ (1.1.10), fournit une flèche

(1.1.12) R£*Q^[ i^^^.

Nous définirons alors (1.1.1) comme composé de (1.1.9) et (1.1.12). A nouveau, ce
composé ne dépend pas du choix de (so, l'o, F). Si (£o : Uo ̂  X, ï'o : Uo c; Yo, F') est un
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autre choix, on considère r|o : V o = U o X x U o -> X, l'immersion diagonale

Jo=ioxio '• Vo ^ Z o = Y o X w Y o » et G=FxwF' .

Un raisonnement analogue à celui fait plus haut montre que les composés de (1.1.9) et
(1.1.12) définis à l'aide de (r| Q , j o , G) et (£o, IQ, F) [resp. (£o, i'Q, F')] sont identiques. En fait,
l'utilisation de relèvements de Frobenius et de la flèche de Cartier tp n'est pas indispensable :
la donnée d'un prolongement à W^(Uo) de l'inclusion Uo ^ Y (lequel existe dès que le
recouvrement Uo est assez fin) suffit à définir une flèche (1.1.10), d'où une flèche (1.1.1), qui
est indépendante des choix et coïncide avec celle définie ci-dessus. Le seul avantage (minime)
de l'utilisation des relèvements de Frobenius est de faire voir directement la compatibilité de
(1.1.1) aux frobenius [cf. (1.2.3)].

PROPOSITION 1.2. — (a) La flèche (1.1.1) est compatible aux structures multiplicatives des
deux membres : on a un carré commutatif

R ^x/w^ (^x/wj ® R Ux/w^ (^x/wj ——> W, Qx ® W, Qx

(1.2.1)

R^X/W^X/WJ ————————(1^——————^n^X

où (x) = (g) , les flèches verticales sont les flèches de produit, et la flèche horizontale
/^-w^s

supérieure est donnée par le produit tensoriel des flèches (1.1.1) [noter que, d'après (03.2.4), on
aRt^/w^x/wJ^D'].

(b) La flèche (1.1.1) est fonctorielle en X ; si g : X' -> X est un S-morphisme, on a un carré
commutatif

R^x/w^x/wJ ———(1^———W,Qx
(1.2.2) ^ ^

R^R^x'/wA/wJ ̂ L^ R^*WA
où les flèches verticales sont les flèches de fonctorialité ([4], III 3.4.1 et (11.12.2)). En
particulier, (1.1.1) est compatible à l'action de Frobenius : on a un carré commutatif

R^x/w^x/wJ ————0-1-1)———.W,0x

(1.2.3) ^ \F

F, RM^/w^x^/wJ^^^-^F, WA)

où F désigne la flèche définie par Frobenius [cf. (12.18.7)].
(c) Pour m ̂  n ̂  1, on a un carré commutatif

R^x/w^x/w^^^W.Qx
(1.2.4) 1 1

R^x/w^x/w^ (^- W,Qx
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où la flèche verticale de droite (resp. gauche) est la projection canonique

(X/WJ^(X/WJ^

( resp. la flèche définie par le triangle commutatif u^/w ^v /"x/w

La flèche verticale de gauche de (1.2.1) est donnée, via (1.1.9), par la structure d'adg de
Q^ . La commutativité de (1.2.1) résulte donc du fait que (1.1.10) est un
homomorphisme d'adg. Si g : X' —> X est un S-morphisme (de'S-schémas de type fini), on
peut choisir un diagramme commutatif

où 80, CQ sont ^es recouvrements ouverts, io, i^ des immersions fermées, Y o, Yo des schémas
formels lisses sur W, munis de relèvements F, F' du frobenius de (Y 0)1, (Yo)i , de manière
que Y Q - ^ Y O soit compatible à F, F'. Posant U.==cosq(Uo/X), Y.=cosq(Yo/W),
U^=cosq(Uo/X'), Y^==cosq(Yo/W), on en déduit un diagramme commutatif

, .U' ci Y'fT l
.U. c, Y.

[^ \
x-^^ 1

^~^~~~*W

donc, d'après (03.2.6.3), un carré commutatif

RMx/w..^x/w. ——————"Re^tî-

R 0* R "x'/w.. ̂ x-/w.-^^R 0 » R e * "̂
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D'autre part, le fait que Y [-> Y. soit compatible à F', F entraîne qu'on a un carré commutatif
(1.1.12)

R^Q^ , ———————>W»Qxr i
R^Rs.Q^ ^ R0^ R^WA

La commutativité de ces deux carrés implique celle de (1.2.2). La commutativité de (1.2.3)
en est un cas particulier, mais on pourrait aussi la déduire du fait que la flèche verticale de
gauche de (1.2.3) est donnée, via (1.1.9), par l'endomorphisme F de Q^ induit par F, et
que (1.1.10) est compatible à F. La commutativité de (1.2.4) découle de la compatibilité
de (1.1.9) au « changement de base » W^ -> W^ (0 3.2.6.4) et du fait que, pour n variable,
les flèches (1.1.10) forment un morphisme de systèmes projectifs. Cela achève la
démonstration de 1.2.

1.3. Par application de R/^ et RF (X, -), on déduit de (1.1.1) des flèches

(1.3.1) R /x/w^ (^x/wj ̂  R /* (W, Ox)-

où

"x/w,, /

/x/w^/^x/w^ (X/W,L,^X^-(W,L,

et

(1.3.2) Rr(X/WJ^Rr(X,W^Qx).

où Rr(X/WJ=Rr((X/WJ^ ^x/wj» induisant sur la cohomologie

(1.3.3) H*(X/WJ-^H*(X,W^x)-

D'après 1.2, ces flèches sont compatibles aux structures multiplicatives, fonctorielles en X, et
compatibles aux morphismes de transition pour m^n^ l . De plus,'on vérifie facilement
que (1.3.1) est compatible au changement de base dans le sens suivant : si/' : X' -> S' est

v

déduit de/par le changement de base S' -> S, avec S ' parfait, on a un carré commutatif

Ly*R/x/w^(^x/wJ^ Lr*R^(W,Qx)

(1.3.4) û! [b

R /xvw^ (^x'/wj ———> R /* (W^ Qx')

où les flèches horizontales sont données par (1.3.1), a est la flèche de changement de
base [4], V3.5.3, et b est la flèche de changement de base définie par l'isomorphisme
W,^, ® W,QX^W,QX (11.9.1).

w^s
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THÉORÈME 1.4. - Si f : X -^ S est lisse, les flèches (1.1.1), (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3)
sont des isomorphismes.

Il suffit de prouver que (1.1.1) est un isomorphisme. La question est locale sur X, donc on
peut supposer X et S affines, S = Spec (k), X == Spec (A), et choisir : (a) un relèvement de A en
une algèbre B plate sur W=W(A:) et j?-adiquement complète; (b) un relèvement de
l'endomorphisme de Frobenius de A en un endomorphisme F de B sur W, compatible à
l'automorphisme a de W. Pour définir (1.1.1), utilisons le plongement de X
dans Y=Sp/(B), muni de F. Posons B/p"B=B^. L'idéal de A dans B^ est pB^, qui est
muni naturellement des PD définies par extension des PD canoniques sur p W^ : on a
donc B^ = B^, et par suite Q^ ^ j = Q'̂ , et (1.1.2) s'écrit :

(1.4.1) R^x/w^x/wJ^.

D'autre part, on dispose, grâce à F, de l'application ty : B —> W(A), qui induit B^ —> W^A,
d'où

(1.4.2) Û^W^.

La flèche (1.1.1) est composée de (1.4.1) et (1.4.2), donc il s'agit de prouver que (1.4.2) est
un quasi-isomorphisme. Si l'on pose Qg =lim Q^, il revient au même de prouver que la limite
projective des flèches (1.4.2) :

(1.4.3) Q^WQ-A,

induit un quasi-isomorphisme sur les gradués associés pour la filtration j?-adique de Qg et la
filtration Fil de WQ^ or le carré

QB^WQ,

û^gr°WQ^

où la flèche horizontale inférieure est l'isomorphisme canonique (13.1.2) et les flèches
verticales les projections canoniques, est commutatif, les deux composés étant des
homomorphismes d'adg induisant la projection B -> A en degré 0. Il en résulte qu'on a, pour
tout n^O, un carré commutatif

ÛA——^——.gr°W^'•i i-'-
^QB/P^^B^g^WO^

où la flèche horizontale supérieure est l'isomorphisme canonique et la flèche verticale de
gauche (resp. droite) associe à x e 0*̂  la classe de p n y , où y e Qg (resp. W Q^) relève x. Or la

4e SÉRIE - TOME 12 - 1979 - ?4



COMPLEXE DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 607

flèche verticale de gauche est un isomorphisme, et, d'après (13.14), la flèche verticale de
droite est un quasi-isomorphisme, donc la flèche horizontale inférieure est un quasi-
isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Remarques 1.5. - (a) Si/est lisse, les flèches verticales de (1.3.4) sont des isomorphismes.
Cela résulte de 1.4 et du théorème de changement de base [4], V 3.5.2. On peut aussi le

démontrer directement en se ramenant à X et S affines et utilisant le quasi^
isomorphisme (1.4.3).

(b) Notons W^[F] l'anneau de polynômes non commutatif où ¥a=aa. L'endo-
morphisme F de W^ Qx permet de définir un objet de D (W^ ^ [F]) dont R /^ (W^ Q*x) est

rimage par le foncteur d'oubli dans D(WJ. Si/est lisse, la donnée de cet objet de
D(W^^[F]) est donc un peu plus fine que celle de R/c/w^ (^x/wj muni de

F : CT* R/x^ ((Px/wJ - R/x/w^ (^x/wj-

(c) Supposons/lisse. Pour m ^ n ^ l , la flèche

(1.5.1) R/*W,Qx ® W,^R/*WA
w^^s

adjointe de la flèche R /^ W^ Qx -> P /* ̂ n ̂ x [de D (W^)] définie par la projection canonique
W^Qx*'^ W^QX» est un isomorphisme.

Compte tenu de (1.2.4), cela découle de 1.4 et du fait [4], V 3.5.2, que la flèche de
changement de base

R/x/w.^x/w, ® W^s^R/x/w^x/w»
w^s

est un isomorphisme. .On peut aussi le prouver directement comme en (a).

2. RÉSULTATS DE FINITUDE. — Dans ce numéro, X désigne un schéma propre et lisse sur un
corps parfait k de car. p . On pose W (k) = W, W^ (k) = W^. Si L est un complexe de faisceaux
abéliens sur X, an écrira RF(L) [resp. H^L)] pour RF(X, L) [resp. H^X, L)].

A. Topologie standard des H^WQx)-

PROPOSITION 2.1. - Soient i,j e 1L.
(a) Pour tout n, H^W^Qx) est ^e longueur finie, et les flèches canoniques

(2.1.1) Rr(WQx)^Rl imRF(W,Qx)»

(2.1.2) H^WQ^^limH^W^Qx)

sont des isomorphismes.

(b) Soit r^O. Pour tout n, H^W^+.Qx/V'W.Qx)- H^W^Qx/P'^Qx)-
HJ(W„Qx/F rW„+^Qx) son^ ^e longueur finie, et les flèches canoniques

(2.1.3) H^WQx/V'WQ^^limH^W^.Qx/V'W.Qx),
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(2.1.4) H^WQx/P'Wûx)-^™ H^W^OX/^W^OX^

(2.1.5) H^WQx/F rWOx)^^mH^W,Ox/F rW„^Ox)

5onî ̂ 5 isomorphismes, grâce auxquels la suite exacte longue associée à la suite exacte (13.6) :

O ^ W O x / V ' W O x ^ W O x / ^ W Q x ^ W Q x / F ' W Q x - ^ O

( r^p.O^WQx/F'WQx^WQx/^WÛx-^WQx/V'Wûx-^O)

s'identifie à la limite projective des suites exactes longues associées à la suite exacte de
pro-objets (13.5) :

0 -. W.OX/V'W.QX ̂  W.QX/P'W.QX -̂  W.QX/F'W.QX -> 0

(r^p.O-^W.Qx/F'W.Qx^W.Qx/^'W.Qx-^W.Qx/V'W.Qx^O).

Z)^ même, la suite exacte longue associée à la suite exacte (foc. cit.) :

0-^ WOx ̂  WQx-> WQx/V'WOx-^ 0

(resp. la suite exacte analogue avec p^ F1') s'identifie par (2.1.2) et (2.1.3) [resp. (2.1.4),
(2.1.5)] à la limite projective des suites exactes longues associées à la suite exacte de pro-objets
(loc. cit.) :

0 -^W.Ox v^ W.Qx -> W.OX/V'W.QX -̂  0

(resp. la suite exacte analogue avec p ' ' , ¥ " ) .
Si U=Spec(A) est un ouvert affine de X, on a F(U, W^x)=W,ûi (11.13.1), et le

système projectif W.O^ est strict. Il s'ensuit que la flèche canonique Wfîx -> Rlim W^Qx
est un isomorphisme, donc aussi la flèche (2.1.1), qui s'en déduit par application de R F et de
risomorphisme R F Rlim -> R lim R F. X étant lisse sur k, le gradué associé à W^ Qx pour la
filtration canonique (13.1.1) est localement libre de type fini sur X (13.9). En particulier,
W^x est de type fini surW^x- Mais, comme X est propre sur k, l'espace annelé
WJX)=(X, W^x) est un schéma propre sur W,(01.5.6). Par suite, H^W^Qx) est de
longueur finie. Le système projectif H^W.Qx) vérifie donc la condition de Mittag-Leffler
(ML en abrégé), donc R^lim H^W.Qx)^ P0^ <?>0. Gt (2.1.1) fournit risomor-
phisme (2.1.2), ce qui prouve (a). D'après (11.5.1), V^ définit une application
W^+^x-l111^11'6 F^W^QX "̂  ^M+r^x» donc, d'après ce qu'on vient de voir,
W^+,QX/VW,QX est un W^+^x-module de type fini, et H^W^Ûx/V^ûx)
est de longueur finie. On prouve de manière analogue que H^W^x/^W^Qx)»
H^W^Ox/I^W^+^.Qx) sont de longueur finie, et par le même argument qu'en
(a), on en déduit que (2.1.3), (2.1.4) et (2.1.5) sont des isomorphismes. Les autres
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assertions de (b) résultent de ce que la limite d'un système projectif de suites exactes de
groupes abéliens vérifiant ML est exacte.

COROLLAIRE 2.2. — Les isomorphismes (13.11.3, 3.11.5) :

W.QX/VW.QX ̂  Z.Qx, W.QX/FW.QX -̂  B.0^1

induisent des isomorphismes

(2.2.1) H^WQx/VWQx^limH^Qx).
<~^~

(2.2.2) H^WOx/FWQx^lim H^B^Q^1)-
'̂ "c"

OM les limites aux seconds membres sont prises suivant l'opération de Cartier C, et la
limite des suites exactes longues associées à la suite exacte de pro-objets

d\ . . .
0-^W.Qx" ̂ FW.Ox" ̂ W.Ox/V^^x-^x^O (13.19) est la suite exacte longue
associée à la suite (13.19.2.1) :

dv
. . . ^H^WOx'^FWQx'^^H^WQx/VWQ^^H'^D-^ • • •

C'est un cas particulier de 2.1 (b).

DÉFINITION 2.3. — Lafiltration sur H-^WQx) définie par les sous-groupes

^"H^WQ^^KerH^WQ^^H^WnQx)

sera dite filtration canonique, et la topologie correspondante, séparée et complète
d'après (2.1.2), sera appelée topologie standard.

Quand on parlera de notions topologiques relatives à H^WQx) sans préciser, il s'agira,
sauf mention du contraire, de la topologie standard.

COROLLAIRE 2 . 4 . — Pour tout r ̂  0, les endomorphismes V^, p^ F'' de H J ' (W Qx) (induits par
les endomorphismes V^, p r ' , F'' de WOx) sont d'image fermée.

En effet, V'H^WQx) est le noyau de l'application H^WQx) ̂  H^WQx/V'WQx).
qui, d'après 2.1 (b), s'identifie à la limite projective des applications

H^W.^Q^-^H^W^.Qx/V-W^Qx).

Donc ce noyau est fermé. On raisonne de même avec p 1 ' , F''.

COROLLAIRE 2.5. — H^WQx) est séparé et complet pour la topologie p-adique (resp. V-
adique) [définie par les sous-groupes ^"H^WOx)» resP• V^H^WOx)]-

On a p»H J(WQx) c :VnH J(WOx) c :FilnH J(WOx)- donc la topologie 77-adique est plus
fine que la topologie V-adique, elle-même plus fine que la topologie standard.
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Comme j^H-^WQx) est fermé pour la topologie standard, le corollaire résulte de
(Bourbaki, Topologie générale, chap. III, §3, n°5, prop. 9).

Remarqué 2.6. - Nous verrons plus loin (7.1,7.2) que pH^WQx) [^sp. VH^WQx)]
n'est pas nécessairement ouvert dans H^WQx) pour la topologie standard.

B. Perfection de Rr(WQx).

THÉORÈME 2.7. — Rr(WOx) est un complexe parfait de W-modules, d'amplitude
parfaite^, 2N] (SGA6I5.8) si dim(X)^N. Pour tout n^l, les flèches canoniques
^D(WJ:

(2.7.1) Rr(WQx)®W^Rr(WOx®WJ->Rr(W^Qx)
w

sont des isomorphismes.
Pour m ̂  n ̂  1, la flèche canonique (1.5.1) :

Rr(W,Qx)®W,^Rr(W,Ox)
w»

est un isomorphisme, X étant lisse sur k. D'autre part, si dim (X) ̂  N, R F (Wi Q*x) = R F (Q*x)
est d'amplitude parfaite c:[0, 2N]. Enfin, d'après 2.1 (a), la flèche canonique [de D(W)] :

(2.7.2) Rr(WQx)^Rl™Rr(W,Qx)

est un isomorphisme. D'après [11], B5.1, B6, B7, ces propriétés entraînent que
R F (W Ox ) et, pour tout n, R F (W^ Qx ) sont d'amplitude parfaite c= [0, 2 N], et que la flèche
composée de (2.7.1) est un isomorphisme. Le théorème en résulte, car la projection
WQx^W^WQx/p'WQx ^W^Qx est un quasi-isomorphisme (3.17.3).

Scholie 2 . 8 . — Compte tenu du théorème de comparaison 1.4, l'énoncé précédent redonne
le théorème de finitude de Berthelot ([4], V 1.1.5 et [11], 7.24) : la cohomologie cristalline
de X/W :

(2.8.1) H^X^^limH^X/WJ

[où H*(X/WJ=H*(X/W^, ^x/wj] apparaît comme cohomologie d'un complexe parfait

(2.8.2) RHX^^RnWQx).
L

tel que le système projectif correspondant RF(X/W) ® W. soit canoniquement isomorphe
au système projectif Rr(X/WJ.

De plus, WQx es^ muni de l'endomorphisme de complexes F défini par j^F en degré i
(12.19), et, si X est purement de dimension N, de l'endomorphisme de complexes V, défini
par ^"^V en degré i^N-1 et F"1 en degré N [12.19, 3.7(^)]. Ces endomorphismes
vérifient :

(2.8.3) FF^F ,̂
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et, pour aeW, Fa=af!F, aV^Va0. RF(WQx) ^t donc sous-jacent à un complexe de
modules sur 1' « anneau de Dieudonné de niveau N » W^[F, V; N], où les relations sont
¥\=\F=p^, ¥a=aa¥, aV^a0. L'action de F donne l'opération de Frobenius sur la
cohomologie cristalline

(2.8.4) F : a*RF(X/W)->Rr(X/W).

Les H'(X/W) étant des modules sur W^[F, V; N], on retrouve notamment le fait que les
H '(X/W) /^-torsion sont des F-cristaux de niveau ̂ N, dans la terminologie d'Ogus [59].

C. Finitude modulo torsion des H^WQx)-
2.9. Si L est un complexe d'une catégorie abélienne, notons, pour f e Z :

(2.9.1) L^^O-.L1-^^1^ . . . ) ,

L^=( . . . ^L1-1-^1^),

les complexes tronqués naïfs. Pour i^O, l'homomorphisme

(2.9.2) V,: WQ^WQx",

égal à p1'3^ en degré 7, est, en vertu de (12.19), un homomorphisme de complexes. On
a Vo=V, et, pour tout i^O, on a un homomorphisme de suites exactes

O-^WQ^M-IJ-^WQ^^WQ^^O
(2.9.3) v [ k, Lv,

0 -> WQ^1 [-i-1] -^ WQf^1 -> WQ^ -. 0

On notera V, l'endomorphisme de RF(WQ^) défini par (2.9.2).

PROPOSITION 2.10 (cf. [2], III 2.6). - Quels que soient i,j :
(a) H^WQjlVV^WOjl1) est un W-module de longueur finie;
(b) H J (W Oj|1) est séparé et complet pour la topologie p-adique (resp. Vi-adique, définie par

lafiltration V^H^WQ^1)).
Notons V^ l'endomorphisme du pro-objet W.Q^1 défini par ^""V en degré m. Grâce

à (13.5), on a, pour i^ 1, une suite exacte de pro-objets

0 0
l l

O-^W.^/^'VW.^^ • • • ^W.Qr^VW.Qx"1———^0
' i ' i^^ ' i

(2.10.1) O-^W.^/^VW.^x ^ • • • ->W.Qx - l /pW.ûx - l^W.Qx/V^O
^i 1 I I

O-^W.^x/pW.^x -^ . . . -^W.Qr ' /pW.Qr '^W.Qx/V^O

i 1 i
0 0 0
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que nous écrirons

0 —>• W^ î^x / v i -1 vv. ̂ x ~^ vv • ̂ x / v i

On en déduit une suite exacte longue (de pro-objets) :

O^W.Q|l-l/V,-lW.Qli-l->W.QI7V,W.Q^'-^M.(l)-^0.

(2.10.2) . . . -^H^W.Q^'-^V^iW.Q^'-1)
^H^W.QlVVfW.Q^^H^M.^))^ . . .

On voit comme en 2.1 que les termes de cette suite sont des systèmes projectifs de modules de
longueur finie, et que les flèches canoniques

H^WQlVV.WQ^^limH^W.Q^VViW.Ql1)

sont des isomorphismes. L'assertion (a) est vraie pour i = 0, car W (9^ /VW ^x = ̂ x • ̂ a limite
projective de (2.10.2) étant une suite exacte, il suffit donc, par récurrence, de prouver que les
modules lim H j (M. (i )) sont de longueur finie. Mais, d'après (13.20), la projection naturelle
M.(f)-»Q^ est un quasi-isomorphisme, de sorte que H7 (M. (f)) est constant de
valeur H^Qjl1), qui est de dimension finie sur k, d'où (a). D'après 2.1, H^WQ^) est
séparé et complet pour la topologie, que nous appellerons standard, définie par la filtration
Fil"H J(WQI l)=KerH J(WQl l)-^H J(W,Q^). On a

pn(l+l)HJ(WQI()cV?HJ(WQI^)c=FilnHJ(WQ^),

donc la topologie p-adique est plus fine que la topologie V^-adique, qui est plus fine que
la topologie standard. On voit comme en 2.4 que les p 'H^WQjf) sont fermés pour
la topologie standard, et l'on en conclut comme en 2.5, que la topologie p-adique
(resp. V;-adique) est séparée et complète, ce qui achève la démonstration.

N.B. : La démonstration de (à) est calquée sur celle de Bloch (loc. cit.}.
D'après 2.10(fc), l'opération de V; sur H^WQjf) munit H^WQ^) d'une structure de

module séparé et complet sur l'anneau de séries formelles non commutatif W^[[V]], où les
relations sont aV=Va° , muni de la topologie V-adique. Comme, d'après 2.10 (a),
H^WQfVV.H^WQ^), qui s'injecte dans H^WQlVV.WQ^), est de longueur finie
sur W, a fortiori de type fini, H^W-Qjl1) est donc de type fini sur W^[[V]], en résumé :

COROLLAIRE 2.11. — Quels que soient ij, H^WQ^1) est un Wy[[V]\-module de type fini,
et H^WQjn/VH-^WQjf) est de longueur finie sur W.

Remarque 2.12. — L'endomorphisme F induit sur WQjf par l'endomorphisme F
de WQ'x vérifie EV^V^E^^1 . L'endomorphisme correspondant de H^WQjf), joint
à V;, fait de H^WQjf) un module sur l'anneau W^ [[V]] [F] (où les relations sont
F^^YF^1^, Fû=â C T F, ûV^Vû 0 ) . En particulier, le sous-module de p-torsion de
H^WQjf) contient le sous-module de V-torsion. D'après un lemme de Bloch [12],
III 2.4, les propriétés 2.11 impliquent que le quotient de H^WOj^) par le sous-module
de p-torsion est de type f ini sur W : en d'autres termes, H^WQ^), en tant que
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W-module, est somme directe d'un W-module libre de type fini et d'un W-module de
torsion sous-jacent à un Wy [[V]]-module de type fini (en particulier, annulé par une
puissance de p).

THÉORÈME 2.13 (cf. [12], III 2.2). — Quels que soient i,j, le sous-module de p-torsion T17

de IP(WQx) est annulé par une puissance de p , et H^WQxVT17 est un W-module libre de
type fini.

Compte tenu des résultats précédents, on peut recopier la démonstration de (loc. cit.).
Dans la suite exacte longue déduite de (2.9.3) :

(*) ...-^H^^^WQ^-^-^H^WQ^-^H^^WQ^1)^...,

les termes H* (WQj|1"1) et H* (WQj^1) sont, d'après 2.12, sommes d'un W-module libre de
type fini et d'un W-module de torsion annulé par une puissance de p . Le théorème résulte
donc du lemme suivant, dont nous laissons la vérification en exercice (cf. loc. cit.) :

LEMME 2.14. — La propriété pour un W-module d'être somme d'un W-module libre de type
fini et d'un W-module de torsion annulé par une puissance de p est stable par sous-objet,
quotient, et extension.

Remarques 2.15. — (a) Le quotient W (W Qx)/T17, muni des opérateurs F et V déduits des
opérateurs F et V sur WQx, est donc le module de Cartier d'un groupe formel lisse
p-di visible G^ (« module de Cartier » signifie module des courbes typiques, l'opération V
correspond au frobenius G^ -> G^). Quand le foncteur Ox d'Artin-Mazur [2], défini par
les déformations de H ^ — , G^), est représentable par un groupe formel lisse, son module de
Cartier est H^W^x), qui est sans V-torsion, et Gx1 est le quotient de Ox par sa partie
unipotente. Nous examinerons plus loin la question de la dimension des G^.

(b) La suite exacte (*) considérée dans la démonstration de 2.13 est, d'après (2.9.3), une
suite exacte de W^[[V]]-modules, lorsqu'on fait opérer V sur H*(WQ|1) par V,, sur
H*(WQl1-1) par pV ,_ i , et sur H*(WQx) par V. Comme Bloch le fait observer (loc. cit.),
cela ne permet pas d'en déduire que H* (WQx) est de type fini sur W^ [[V]]. En fait, comme
nous verrons (7.1, 7.2), il est facile de construire des exemples où H* (W Qx) n'est pas de type
fini sur W „[[¥]]. Toutefois, j'ignore si les H ̂ (WQ^)/V-torsion sont de type fini sur W J[V]].

D. Cas definitude sur W des H7 (WQx).

PROPOSITION 2.16. — Soient i, 7'eZ. Si la dimension de H^Z^Qx) est bornée,
H^WQy/VH^WQx) est de dimension finie. Si de plus la dimension de H^B^Q^1) est
bornée, H^WQx) est de type fini sur W.

Comme la limite d'un système projectifde /c-espaces vectoriels de dimension bornée est de
dimension finie, et que W (W QxVVtP (W Qx) s'injecte dans W (W Qx /VW Qx), la première
assertion découle de l'isomorphisme (2.2.1). Pour la seconde, comme H7 (WQx) est
p-adiquement séparé et complet (2.5), il suffit de vérifier que H^WQxV^H^WQx) est de
dimension finie sur k. Sachant déjà que H^WQ^/VH^WQx) est de dimension finie, il
revient au même de vérifier que H^WQ^/FH^WQx) est de dimension finie, ce qui résulte
cette fois de l'isomorphisme (2.2.2).
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COROLLAIRE 2.17. - Pour tout i, H°(WQx) est un ^-module libre de type fini.
On a en effet H^Qx^H^Qx), H^B^^H^O^1), d'où la fmitude. D'autre

part,.WQx étant sans ^-torsion (13.6), il en est de même de H°(WQx).

COROLLAIRE 2.18. — Supposons X purement de dimension N. Alors, pour tout i, H1 (W Qx)
est un W-module de type fini, dont F est un automorphisme.

On a, pour tout n, Z^=Çî^, donc, d'après 2.16, H^WQ^) est de type fini sur W. La
deuxième assertion découle de ce que l'endomorphisme F du pro-objet W.Q^ est un

automorphisme [13.7 (b)].
Citons encore le résultat suivant, dû à Serre [66], n° 7, prop. 4 :

PROPOSITION 2.19. - H^W^x) est un ^-module libre de type fini.
Rappelons brièvement la démonstration donnée en {loc. cit.). Pour la finitude, il suffit,

compte tenu de 2.11, de vérifier que H1 (W (9^/¥ï{1 (W ̂ x) est de dimension finie sur k. Or
on a H^W^xVFH^W^x)^™ H^W^xVFH^W^x)- et la suite exacte de

cohomologie associée à 0 -> W^x -> ̂ n ̂ x -^ ̂ n ̂ x/î^n ^x ̂  ° entraîne

dimH^W^xVFH^W^x)
=dim H^W^x/FW^x)113^ ^d™ H°(B^Qx)^d™ H°(Qx),

d'où la finitude. Par ailleurs, on voit facilement que les endomorphismes F et V de H1 (W ^x)
sont injectifs, d'où la conclusion.

Remarque 2.20. - D'après Oda ([56], 4.4) et la dualité entre modules de Cartier et
modules de Dieudonné (cf. par exemple [17], [24]), H1 (W^x) est le module de Cartier du
groupe formel ^-divisible (PiCx/feLa-

3. SUITE SPECTRALE DES PENTES. — On conserve les hypothèses et notations du n° 2. On
note K le corps des fractions de W.

A. Dégénérescence modulo torsion.
3.1. Compte tenu du théorème de comparaison (1.4, 2.8), la filtration de WQx P^ les

WQj|1 (2.9.1) donne naissance à une suite spectrale

(3.1.1) Ey^H^WQx) => H*(X/W).

La filtration canonique de l'aboutissement sera notée

(3.1.2) P lH*(X/W)< ^ImH*(WOi l)^H*(W^x)^H*(X/W).

On a donc

(3.1.3) P^HVP^H^E^-1

(H^H^X/W)).
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L'endomorphisme F de WQx (2-^) laisse stables les WQj|1, donc induit un
endomorphisme F de lasuite spectrale (3.1.1), coïncidant, sur l'aboutissement H* (X/W),
avec l'endomorphisme de Frobenius. Par définition, F induit sur W 0^l un endomorphisme
divisible par p1 : on a donc, pour tout i :

(3.1.4) F(P IH*(X/W))c=p lP lH*(X/W).

D'autre part, les endomorphismes F et V des W Qx induisent des endomorphismes F et V
du terme Ei, vérifiant les relations FV=VF=p, Y a=acs¥, aV^Vû^aeW), et

(3.1.5) F^V=d i

[où d, : H^WQx) -^ H^WQx^L donc aussi

(3.1.6) d ^ ¥ = p ¥ d ^ V^==p^Vi .

Sur H* (WQx), F coïncide avec p1 F. On notera que le noyau (resp. l'image) de d^ est stable
par F (resp. V) mais non en général par V (resp. F).

Enfin, la structure d'adg de W Qx induit une structure multiplicative sur la suite spectrale
(3.1.1), compatible à F. L'étude de cette structure multiplicative ne sera pas abordée dans
cet article.

THÉORÈME 3.2. — La suite spectrale (3.1.1) dégénère modulo torsion en E i, i. e., pour tout
r^l, la différentielle d, ® K : E^' ® K -> E^'7-^1 ® K est nulle.

Compte tenu de (15.6.1), ce théorème généralise le résultat principal de Bloch ([12],
III 3.2). Pour la démonstration, on peut répéter l'argument de (loc. cit.) : d'après 2.13, les
H^WQxVT17 munis de F, sont des F-cristaux (Manin [47], Katz [40], Demazure [22]);
comme F coïncide avec pl F sur KP (W Qx) et ci116 ̂  est topologiquement niipotent (2.5), les
pentes (Katz, loc. cit.) de H-^WQx)/1^ [ou H^^^x) ® K], i.e. les valuations des valeurs
propres de F, appartient à l'intervalle [i, i +1[; cette propriété se conservant par passage à un
sous-objet et à un quotient, il en est de même des pentes de E;/ pour toutj et tout r^ 1;
Ey (x) K et E^'-7"^1 n'ont donc pas de pente en commun, et par suite dy (x) K=0.

COROLLAIRE 3.3. — On a, pour tout i :

H^WQ^Ei^P'H^X/W).

En effet, comme H° (W Qx) est sans torsion, 3.2 entraîne, par récurrence sur r, E'i0 = E^°
pour .tout r^l .

3.4. Rappelons que si (M, F) est un F-isocristal sur k, i.e. un K-espace vectoriel de
dimension finie muni d'un automorphisme or-linéaire F, M admet une décomposition
canonique
(3.4.1) M = ® M ^ ,

?.eQ

où M^ est le plus grand sous-F-isocristal de M de pente À : si K/ est le corps des fractions de
W(fe), où k est une clôture algébrique de k, on sait en effet (Manin, loc. cit.) que M (x) K'
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admet une décomposition (3.4.1), et, comme chaque (M (g) K/)^ possède une base formée de
vecteurs e^ tels que ¥ e i = p ^ é i , cette décomposition se descend à K. Pour toute partie 1
de Q, on posera

(3.4.2) Mi=©M,.
X e l

COROLLAIRE 3.5. - Pour tout i, les flèches canoniques H*(WQ^1) -> H*(X/W),
H*(X/W) —> H*(W0^1) induisent des isomorphismes

(3.5.1) H*(WQ^)®K^(H*(X/W)®K)^,

(3.5.2) (H*(X/W) (g) K) .̂[ ̂  H*(WQ^1) ® K.

En particulier, la projection H*(X/W) -> H*(W^x) induit un isomorphisme

(3.5.3) (H* (X/W) (x) K)^, n^ H* (W ̂ ) ® K,

et l'on a, pour tout f , un isomorphisme canonique

(3.5.4) H^^WQx^K^H^X/W)®^.^.

Prouvons 3.5 (cf. Bloch, /oc. cfr.). D'après 3.2, la suite exacte
O-^WQjI'-^WQx^WQji1"1-^ donne une suite exacte de F-isocristaux :

(3.5.5) O^H^WQj^K^H^X/W^K^H^WQ^-^K-^O.

L'image de H* (WQj1) ® K dans H* (X/W) ® K étant contenue dans (H* (X/W) (g) K)^
grâce à (3.1.4), il suffit de vérifier que les pentes de H * (W Qj|l ~1) ® K sont < i : mais cela
résulte du fait que H'^WQjl1"1) est muni de l'opérateur topologiquement niipotent V,-i,
qui vérifie F V f _ i = V , _ iF=p 1 (2.12).

Remarque 3.5.6. - Lorsque le foncteur <D1 d'Artin-Mazur [2] est représentable par un
groupe formel lisse, H1 (W (9^) en est le module de Cartier (i. e. le nodule des courbes typiques)
(loc. cit.), et la dimension sur K de îT(W^x) ® K est la hauteur du plus grand quotient
p-divisible de O1. L'isomorphisme (3.5.3) généralise donc le résultat d'Artin-Mazur
([2], III, 3.3) [ainsi que celui de Bloch déjà cité ([12], III, 3.2)].

3.6. A cause de 3.5, on appelle suite spectrale des pentes la suite spectrale (3.1.1), et,
parfois, filtration par les pentes la filtration P^H^X/W) (3.1.2). J'ignore si l'on peut
caractériser cette filtration uniquement en termes de la structure de H* (X/W) comme
W-module muni de l'endomorphisme F. Une question naturelle à cet égard est la sui-
vante : H" (X/W) étant supposé sans torsion, est-il vrai que P'H^X/W) est le plus
grand sous-F-cristal M tel que F(M)<=p lM Nous verrons plus bas certains cas où la
réponse est affirmative [4.10 (fc), 5.20].
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B. Critère de dégénérescence en Ei . - D'après 3.2, si les H^WQx) sont sans torsion,
donc de type fini sur W (2.13), la suite spectrale des pentes dégénère en Ei. Plus
généralement, on a le résultat suivant, dû à Bloch et Nygaard :

THÉORÈME 3.7. - Si les H^WQx) sont de type fini sur W, la suite spectrale des pentes
dégénère en Ei.

Noter qu'inversement, si la suite spectrale des pentes dégénère en E i, les W (W Qx)sont de

type fini sur W, puisque H*(X/W) est de type fini sur W.
Pour la démonstration de 3.7, nous aurons besoin de quelques lemmes extraits de [54].
LEMME 3.8 (Nygaard [54]). - Soient L (resp. M) un groupe abélien muni d'un

endomorphisme V {resp. F), et d : L -> M un homomorphisme tel que F d\=d. On suppose d
continu pour des topologies sur L et M compatibles avec les structures de groupes, telles que
la topologie de L soit moins fine que la topologie \-adique (définie par lafiltration V" L) et celle
de M soit séparée. Alors, si les suites croissantes :

(i) Ker d c: Ker ¥ d c= . . . c: Ker F"^ c . . .
(ii) Im d c: Im F d c . . . c Im F" d c:...

sont stationnaires, on a d=Q.
Voir (loc. cit.) pour la démonstration.
LEMME 3.9 (Bloch [14]). — Soit C un bi-complexe de groupes abéliens, de différentielles

d' : C^-^C14 '1 ' -7 , d" : C^'-^C1 '^1, d ' d " - \ - d " d ' = Q . On suppose des C17' munis d'endomor-
phismes F, V tels que les relations suivantes soient vérifiées :

(3.9.1) FV=VF=p. Fdf\=df, ^'F=F^', rf"V=V^'.

Soit r un entier ^ 1. Si, dans la suite spectrale

Ey^H^C1 ') ==> H*(C),
on a ^s=0 pour l^s^r , alors on a

(3.9.2) d^,=p^d^^ : H^C1'-)-^-^1^1'-).

L'hypothèse que ds=Q pour 1 ̂  s ̂  r entraîne que r f ^ + i se calcule de la manière suivante.
Soit yeC^ tel que d f f y = Q , d'image ~y dans H^C^^E^E^.i. Il existe une suite
d'éléments ^eC1-^'"5, l^s^r, tels que d ' y = - d " y ^ , . . . , d ' y , - ^ - d " y / , on a

d^d'y^Q et ^^eE^^-^ïP-^C1^1-)

est la classe de d ' y , ( = d ( y - } - y ^ + .. . +^,)). Soit maintenant xeC17 tel que rf'^O,
de classe x dans EY, et choisissons pour y=\x une suite d'éléments y ^ , . . . , Vr comme
ci-dessus. Posons Xs=ps~l F^l^s^r). On a

d f x = ¥ d f y x = - ¥ d f f y , = - d ' / ¥ y , = - d f ' x , ,
et, pour l ^ s ^ r — 1 :

d f x , = p s ¥ d f y , = - p s ¥ d f f y ^ , = - d f f x ^ ^
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Par suite, d y + ^ x est la classe de d ' Xr=pr F rf'j^i.e. laclassedej^F^+i Vx, ce qui prouve
(3,9.2).

LEMME 3.10 (Bloch [14]). — La suite spectrale des pentes dégénère en E i dès que d^ =0.
Si U e8t un ouvert affine de X, on a WQ{; =R lim W^ et H^U, W^Q^)=0 pourvu,

d'où H7 (U, W Qx) = 0 PO^" 7 > 0. On peut donc calculer H* (W Qx) comme cohomologie du
complexe 8imple a88ocié au complexe de Cech C=C(C7, WQxKC^C^C/, WQx)) défini
par un recouvrement ouvert affine U de X. Le8 endomorphi8me8 F et V de8 WQx
défini88ent 8ur le8 C17 de8 opérateur8 F et V vérifiant (3.9.1), et la 8uite spectrale des pentes
est la première suite spectrale de C. Supposons démontré ds=0 pour 1 ̂ 5^ r. On a alors
(3.9.2):

à .—^Vd V • F1-7' — F l . / _ . F i + r + l ' J - r — F » + r + l J - r
^ r + l — P r a ^ + i V . I-/,.+i —-L-/I —> ^r+l —-^r+l

donc

^i(Ey)c F)p'"•E•l+r+^-r=o,
n^O

puisque p est topologiquement niipotent sur les H" (WQx) (2.5), d'où la conclusion, par
récurrence sur r.

Démontrons 3.7. D'après 3.10, il suffit de prouver que d^ =0. Pour cela, appliquons 3.8
à di : H7 (WQx) -^ H^WQ^1). On a Frf i V==di , et comme ^i est W-linéaire, l'hypothèse
de fmitude entraîne que les chaînes (i) et (ii) de 3.8 sont stationnaires. On a donc d^ =0.

C. Dégénérescences partielles. — Comme Nygaard le fait observer, on peut déduire de 3.8
la dégénérescence partielle suivante ([54], 2.5, Remark) :

PROPOSITION 3.11. — On a E01 -> E?1 =H1 (W^x)' et une suite exacte canonique de
^-modules libres de type fini

(3.11.1) 0 -. H° (WQx) -̂  H1 (X/W) -> H1 (W^x) -> 0-

D'après 2.17 et 2.19, H° (W Qx) et H1 (W (9^) sont libres de type fini sur W. Considérons

d^ : H^W^-^H^WQx).

On a, pour tout n, In^F^iVIm^cKer^i : H^WQ^^H^W Q^))/Im(di)=E^.
Mais, d'après 3.3, la différentielle d^ : E^ -> E|° est nulle, donc E^ =E^. En particulier,
E^ est de type fini sur W, donc la suite Im(F"rfi) est stationnaire. Il en est de même de la
suite Ker(F"^i) puisque H1 (W 0^) est de type fini, donc d^ =0. Appliquant a nouveau 3.3,
on obtient la première assertion. La seconde en découle, par la suite exacte des termes de bas
degré.

Remarque 3.11.2. — La suite (3.11.1) est en fait une suite exacte de F-cristaux, qui se
scinde naturellement : la décomposition correspond à celle du groupe p-divisibie associé à
A = Picx/fe, red en Partie formelle [de module de Cartier H1 (W ^x) (cf. 2.20)] et partie étale (de
module de Dieudonné co variant H° (W Qx) [cf. (5.8.2), (5.8.3)]. On en déduit notamment
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que, si / est une application canonique de X dans sa variété d'Albanese A [28],
/* : H1 (A /W)->H1{X/X) est un isomorphisme, et que, si X est une variété abélienne,
H1 (X/W) s'identifie canoniquement au module de Dieudonné du groupe p-divisible associé
(on retrouve ainsi le résultat de Mazur-Messing [50]).

PROPOSITION 3.12. — Supposons X purement de dimension N. Alors, pour tout i, on a
H^WQ^E^EÏ.

Considérons d'abord di : EÏ-1'1-^1. D'après 2.18, on a Ker(F"^i)=Ker(rii) pour
tout n, et la suite In^F^i) est stationnaire. Donc, en vertu de 3.8, di=0. Supposons
démontré que, pour l^s^r, la différentielle

J . UJN-S^+S- l pIN, l
Us . ^s ' ^s

est nulle, et considérons

j . Ti'N-r- l , i+ r __. -C'N,! -pN, i rj i f\\T r»N\
f l ^ + 1 . S^r+1 -> l lr+l= c / l =ri l^^x)-

L'endomorphisme Fde W Qx défini par p ^ ' 1 ' 1 V en degré i ̂  N — 1 et F -1 en degré N(2.8)
induit un endomorphisme, noté encore V, de la suite spectrale des pentes. En particulier, on
a Fd,+i=d,+i V, d'où, en composant avec F : H^WO^ -> H^WQ^ :

d^,=¥d^,V: E^-Î-^^E^H^WQÏ).

D'après 2.18, on a Ker (F"^^+i)=Ker(^^+i) pour tout n, et la suite Im(F"^^+i) est
stationnaire, donc, par 3.8, ^+i==0, d'où la conclusion.

COROLLAIRE 3.13. — Si X est de dimension ̂  N, la suite spectrale des pentes dégénère
en EN.

On peut en effet supposer X purement de dimension N. Les seules différentielles d^
éventuellement non nulles seraient

, . uO.N-l . -pN.O „.. j . -cO.N ,cN, l
^N • -^N -^ ^N et "N • -^N -> ^N •

Mais la première est nulle par 3.3, et la seconde par 3.12.

COROLLAIRE 3.14 (cf. Nygaard [55]). — Si X est une surface, la seule différentielle
éventuellement non nulle de la suite spectrale des pentes est d^ : H^W^x) ~^ H^WQ^).
Pour (j, 0^(2,0), (2,1), H^WQ^) est de type fini sur W. On a

fH^W^-P^WW),
v / [H^WQ^^^P^^X/W),

et une suite exacte canonique

(3.14.2) O^H^WQ^H^WQ^^H^WQ^O.

5i H^W^x) est de type fini sur W la suite spectrale des pentes dégénère en E^.
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C'est une conséquence immédiate de 3.3, 3.11, 3.12.

COROLLAIRE 3.15. — Si X est purement de dimension N, on a

H^WO^^EÏ^H^X/W).

C'est un cas particulier 4e 3.12. Rappelons que, par la théorie de la trace (Berthelot [4],
VII 2.1.1), H^X/W) est libre sur W, de rang c, où c est le nombre de composantes
connexes géométriques' de X. Il serait agréable d'avoir une démonstration directe de ce
résultat à l'aide de 3.15, en construisant un homomorphisme « résidu en un point fermé »
H^WQx) -> W. Le théorème de dualité de Poincaré de Berthelot {loc. cit.) en résulterait
formellement grâce à 2.7.

4. POLYGONES DE NEWTON, CONJECTURE DE KATZ . — On conserve les hypothèses et notations
du n° 3.

4.1. Rappelons (13.5,3.19) qu'on a, pour tout i, un diagramme commutatifde pro-objets,
à lignes et colonnes exactes

0

O-.W.Ox"1 ̂  W.Qx~1 -^W.Qr'/F-^O
F d \ \ dV \dV

(4.1.1) i ^ l l
O-^W.QX —^W.QX —^W.QX/V—^°

Qx

0

qui, d'après 2.1, 2.2, donne naissance à un diagramme de suites exactes longues

(4.1.2)

H J(WQx - l)^H J(WQx - l /F)-^H J + l(WQx~ l)^

-1 1- 1 ,
-Œ^WQ^—.H^WQx/V) ——^ïP^WQx)-^

ÏP(Qx)
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On en déduit notamment :

PROPOSITION 4.2. - Soient i.jeZ. Si l'application dV : H^WOx"1)-^ H^WQx) est
nulle, et si H^1 (W Qx~1) est sans ¥-torsion (i. e. si Uendomorphisme F de W ̂ W Ox~1)est

injectij), alors la flèche W (W Qx /V) -> H7 ("x) [resp. W1 (W Qx /V) -^W1 (ûx)] ̂  ̂  suite
verticale ^(4.1.2) est injective (resp. surjective).

On notera que la première hypothèse est vérifiée, d'après 3.2, si H^WQx) est sans

p-torsion. Rappelons [2.15 (a)] que dans ce cas H^WQx) est 1e module de Cartier d'un
groupe formel p-divisible G^. L'espace tangent à l'origine à G^ s'identifie canoniquement
à H^WQxVV. Comme H^WQxVV^m H^WQx) ̂  H^WQ^/V). 4.2 entraîne :

COROLLAIRE 4.3. - Si W (W Qx)est sans P-torsion et si H^1 (W Qx~1)est sans ̂ -torsion,
on a din^G^) ̂  h1^ où h^^dim H^Ox).

4.4. Rappelons d'autre part que, si M est le module de Cartier d'un groupe formel
p-divisible G, M/F s'identifie canoniquement à l'espace cotangent à l'origine au groupe
dual G*, de sorte que la suite exacte

(4.4.1) 0 ̂  M/V ̂  M/p -^ M/F -> 0

donne

(4.4.2) dim (G) + dim (G *) = ht (G),

où ht(G}==dim(M/p)=rg{M) est la hauteur de G (cf. [17], [24]). De 4.2 et du diagramme
(4.1.2) on déduit donc :

COROLLAIRE 4.5. - Si H^WQx) et H^^WQx) sont sans p-torsion, H^^WQx"1) et
H-^^WÎÎx"1) sans ^-torsion, la suite verticale de (4.1.2) fournit une suite exacte

(4.5.1) 0 -> H^WQxVV -> H^Qx) -^ H^1 (WQx"1)/^ -> 0,

d'où, si de plus H^1 (WOx 1) est sans P'torsion :

(4.5.2) dim (Gx7) + dim (Gx~ l f j+1)* = h^,

OM/i^dimH^Qx).
COROLLAIRE 4.6 (3). - Soit ne Z. On suppose que, quels que soient i,j tels que i+j=n ou

n+1, H^WQx) est sans P-torsion. Alors H°(WQ;)/F=0, et Fon a une suite exacte
canonique

(4.6.1) O-.H^WQ^/V^H^Q^^H^WQr1)/?^!1^0;"1)
^H2(WQ$-2)/P^•••^H l(WQr l)/P^H i(Q;- l)->H l + l(WQ;- l - l)/P

_ . . . _ H"- 1 (Qx) ̂  H^W ̂ x)/P -> H^^x) ̂  0,

(3) Un résultat analogue pour Cx (15.1.6) a été obtenu indépendamment par Bloch (non publié).
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OU

îmîïiÇWQ.Ï~i)/p^Hi(^-i)=ïîiÇWO.i~i)/V

et

ImH l (QS- l ) -^H l + l (WQ^- l - l ) /p=H l + l (WO^- l - l ) /F .

La première assertion découle de (4.5.1) pour j = — 1, i = n + 1. La suite exacte (4.6.1)
s'obtient en raccordant les suites (4.5.1) (pour i+j=n) aux suites exactes

(4.6.2) O-^H^WQrQ/F^H^WQrO/P^H^WQr^/V-^O.

La conséquence suivante de 4.6 a été dégagée par Bloch [15] :

COROLLAIRE 4 . 7 . — Soit n un entier tel que les hypothèses de 4.6 soient satisfaites. Posons,
pour 0 ̂  i ̂  n :

h^h^^^dim H""1^),
a,=dim Gx'^^dim H^^WQxVV.

â^d^Gx'^^dimIP-^WQxVF.

Notons H ^ Y-cristal © H n ~ i (WQx) mMm ̂  l'action de F (donnée par p ' F sur WQx)-
0 ^ i ̂  n

Alors :

(a) h°=ao, h^a^^ +fl,(l ^ i ̂  n), a,=0.
(fc) Soient M( ks points de U2 définis par

Mo=0, M , + i = ( ^ / î 1 , ^ ih1) ( O ^ r ^ n ) .
f ̂  r i ^ r

Le polygone de Hodge de H, au sens de Mazur [49], est Mo Mi . .. M^+ i , en d'autres termes
les nombres de Hodge de H sonî (/î°, /i1, . . . , h").

(c) Z^ polygone de Newton de H j?ass^ ^par les points A( définis par A o = M o = = 0 ,
A^i=M,+i+(at ' , ( f + l ) a O G M ^ + i M , + 2 (0 ^ i ̂  n), ^r 5^s pentes entre A^ êî A,+i
appartiennent à l'intervalle [i, i +1[; f? ̂ sî 51'̂  au-dessus du polygone de Hodge de H, son point
le plus à droite estA^+^=Mn+i (voir les figures ci-après).

n +1

^-1 ^
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Les relations (a) résultent aussitôt de 4.6. On sait d'autre part (Mazur, loc. cit., Ogus [11],
8.40) que le polygone de Newton de tout F-cristal est au-dessus du polygone de Hodge et que
les deux polygones ont même extrémité. Pour établir (b) et (c) il suffit donc, compte tenu
de (a), de prouver que, pour 0 ̂  i ̂  n, les nombres de Hodge de ïîn~i(WQ.^)(ï) sont (a;, aQ,
où H"~1 (W Qx) (0 désigne H""1 (W Qx)mum de l'action de p " ' F = F. Cela résulte du lemme
suivant :

LEMME 4 . 8 . — Soit M un F-cristal sur W possédant un endomorphisme a ~1 -linéaire V tel
que VF=FV=p. Alors les nombres de Hodge de M sont (dim(M/V), dim(M/F)).

Comme on a pM c= FM, les nombres de Hodge de M sont (h°, h1). Par définition,
/ î°=dimF(M/p)=dim(FM/pM)=dim(M/V),

donc
/^ l==dim(M/p)-dim(M/V)=dim(M/F).

COROLLAIRE 4.9. — Supposons que, quels que soient i et j, H^WQx) soit sans p-torsion.
Alors :

(a) La suite spectrale des pentes dégénère en E i, H * (X/W) est sans p-torsion, et l'on a, pour
tout n :

rgîîn(X/W)= ^ ht(GÏ)(= ^ r^(WQx)).
i+j=n i+j=n

(b} La suite spectrale de Hodge de X/k :

E Y = H ^ ( Q x ) => H^(X//c).

dégénère en Ei , et Uon a, pour tout n :

^Hn(X/W)=dimH^(X/fc)= ^ '̂,
i + j = n

OM^dimH^Qx).
(c) Pour tout n, le polygone de Newton Nwt^ (X/W) de H" (X/W) est au-dessus du polygone

de Hodge Hdg^ (X/fe) défini par les nombres (h°, . . . , h"), où h^h1'"-1. De plus, si Mo==0,
M,+i =( ̂  h\ ^ ih1) (0 ^ r ^ n} désignent les sommets de Hdg^ (X//c), Nwt^ (X/W) passe

i^r i^r

par les points A Q, . . . , A ^ + i = M ^ + i deîîdgn(X/k)définisen4.7 (c),et ses pentes entre Ai et
^i+i appartiennent à l'intervalle [i, f+l[ .

L'assertion (a) découle immédiatement de 3.2. Comme H* (X/W) est sans torsion, la suite
exacte des coefficients universels

(4.9.1) 0 -> H^X/W)®^ -. H^(X/^) ̂  Tor^ (H^1 (X/W), k) -> 0,

conséquence de (2.7.1), (2.8.2) (cf. Berthelot [4], VII 1.1.11), entraîne

(*) rg H" (X/W) = dim H^ (X//c),
pour tout n. D'autre part, la suite exacte (4.6.1) entraîne, pour tout n :

^ h1^ Y dimH^WQxV^dimHi^X/fc),
i + j = n i+j=n
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d'après (a) et (*), d'où (b). Enfin, comme H" (X/W) a même polygone de Newton que le cristal
H défini en 4.7, l'assertion (c) résulte de 4.7 (c).

Remarques 4.10. — (a) Le résultat ci-dessus résout affirmativement la « conjecture de
Katz » (Mazur [49], Ogus [11]). Les hypothèses de 4.9 sont plus fortes que celles du
théorème d'Ogus {loc. cit., 8.26, 8.36), mais donnent la conclusion plus précise
que Nwt^(X/W) touche HdgJX/fe) aux points A^; bien entendu, cette conclusion serait
fausse en général sous les hypothèses d'Ogus (loc. cit.). Cependant, dans la situation de 4.9,
et plus généralement sous les seules hypothèses que H * (X/W) est sans torsion et que la suite
spectrale de Hodge 4.9 (b) dégénère en E i, le théorème d'Ogus (loc. cit., 8.26), généralisant
celui de Mazur (loc. cit.), détermine la fîltration de Hodge et la fîltration conjuguée
de H5p(X/fe) uniquement en termes de la structure de F-cristal de H" (X/W). Il serait
intéressant d'avoir une démonstration directe de ce fait à l'aide du complexe de DR-Witt. Le
résultat d'Ogus entraîne notamment que, dans la situation de 4.9, HdgJX/fe) est le
polygone de Hodge (au sens abstrait) du F-cristal H" (X/W). Comme Nwt» (X/W) change de
pentes aux points A, de HdgJX/fe), il découle d'un résultat récent de Katz [42]
que H"(X/W) est isomorphe au F-cristal H de 4.7, i. e. se décompose en

(4.10.1) H"(X/W)= © H^^WQx).
0 ̂  i ̂  n

l'action de F sur H^^WQx) étant donnée par p'F sur WQx. Cette décomposition
correspond à un scindage de la fîltration par les pentes

(4.10.2) P^H^X/W)^ © H"-7 (WQx),
i ^ J ^ n

scindage d'ailleurs unique puisque, pour i ̂ j, H"~ l (W Qx)et H""7 (W Qx) n'ont pas de pente
en commun. Il résulte en particulier de (4.10.2) que P'H^X/W) est le plus grand sous-
F-cristal M de H" (X/W) tel que F (M) c: p1 M, ce qui, dans ce cas, résout affirmativement la
question de 3.6.

(b) Soit n un entier tel que les hypothèses de 4.6 soient vérifiées. Il résulte de 3.2 que, pour
i+7=n ou n-t-1, les différentielles dy de la suite spectrale des pentes aboutissant à E^' sont
nulles, donc que E1^ s'injecte dans E1/ et est sans p-torsion. Donc H" (X/W) et H^1 (X/W)
sont sans torsion. La démonstration de 4.9 montre que rg H"(X/W)=dim
îî^(X/k)= ^ h13, et les assertions de 4.9 (c), pour l'entier n donné, sont valables.

i+j=n

Signalons également, comme conséquence de 3.2, le curieux résultat suivant :

PROPOSITION 4.11. — Supposons que X se relève en un schéma Y projectifet lisse sur W, et
que Pendomorphisme de Frobenius de X se relève en un morphisme F : Y -> Y^^Y x^ (W. a).
Alors, pour tout n, le polygone de Newton de (H"(X/W)®K, F) coïncide avec le polygone de
Hodge défini par les nombres h'^'^rg H^'^Q^) (0 ^ i ̂  n).

Soit Y le complété formel de Y le long de X, posons QY'=(^Y) = l imQy» °ù
Y^=Yx^W^ La donnée de F définit, d'après 1.1, 1.4, un système projectiï'de quasi-
isomorphismes

(1) QY.-^W.QX-
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et, d'après 2.1, la limite projective

(2) C'y -^WQ'x,

des flèches (1) induit un isomorphisme

(3) Rr(QY-)-^Rr(WQx).

Fixons ne N, notons Nwt» le polygone de Newton de (H^X/W), F), Hdg^ le polygone de
Hodge défini par les nombres h 1 ' " ' 1 . Pour tout i, on a un diagramme commutatif

H"(QY)®K ^ H^QY^K-^ H^WQx)®^i ., i . i -
H^Q^XSK-^ H^QY^K-^ H"(WQ^)®K

où les flèches verticales sont données par les projections Qy^^1' Qy'~^Y^'
WQx-^WQ^' (2.9.1), a et fc par (2), et a ' et fc' sont les flèches canoniques, des
isomorphismes par le théorème de comparaison de Grothendieck (EGA III 4.1.5). La
flèche a, induite par (3), est un isomorphisme, et, d'après 3.2, la flèche c est surjective.
Donc b est surjective, donc

(4) dim H^WQ^OK ^ dim îïn(^i)®K=dim H^Q^^K.

Notons 5<^(Nwt^) [resp. s<,(Hdg^)] la longueur de la projection horizontale de la partie
de Nwt^ (resp. HdgJ de pente < i. D'après 3.5, on a

s^,(NwtJ=dim H"(WQ^)®K.

D'autre part, d'après Deligne [20], 5.5, on a

dimH"(Q^)®K= ^ ^"-^^.(Hdg,,),
O^j^i

donc (4) entraîne

(5) 5,,(NwtJ^5,,(Hdg,).

Soit/(resp. g) la fonction linéaire par morceaux dont le graphe est Hdg,, (resp. NwtJ. Soient x
un point tel que f ' ( x ) et g ' ( x ) soient définis, et i l'entier tel que i — l ^ g f ( x } < i .
(5) entraîne f ' ( x ) < i donc

(6) f'(x)^gf(x).

Posons &„ = rg H" (X/W) = rg H" (Qy) = E ^' "~ l. Par la symétrie de Hodge (Deligne, loc.
O^i^n

cit.), on 2if(bn)=nbJ2. D'autre part, par le théorème de Lefschetz fort ([5], [43], [33]),
g (bn) = nbn/2. Par suite, (6) entraîne/ (x) = g (x) pour tout x, ce qui achève la démonstration.
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Remarque 4.12. — Comme Ogus le fait observer, si, dans la situation de 4.11, on fait en
outre l'hypothèse que les H^Qy) sont sans torsion, alors la conclusion découle d'un calcul
élémentaire d'algèbre linéaire sur le F-cristal (H"(X/W), F), en utilisant le relèvement de la
filtration de Hodge donné par les H^Qf1).

5. COMPARAISON AVEC LA COHOMOLOGIE ÉTALE ET LA COHOMOLOGIE PLATE. — On COUServe les

hypothèses et notations du n° 3. On suppose de plus le corps k algébriquement clos.

A. Suites exactes fondamentales.
5.1. Soit Xçt (resp. X^py) le site étale (resp.fppf ) de X. Comme les W^ Q^ sont des faisceaux

quasi-cohérents sur le schéma W^(X) (11.13), la production canonique X^ —> X^. (où X^.
est le site zariskien) induit des isomorphismes

(5.1.1) H*(W,Qx)^H*(X^,W,,Qx),

où W^QX désigne l'extension naturelle de W^Ox à ^ép clul s'identifie d'ailleurs (11.14) au
faisceau U i-^W^ Q{j sur X^. D'autre part, si £ : Xfppf -> X^ est la projection canonique, on

sait (Grothendieck [29], III, 11.7) que l'on a G^ -^ Re^ G^, d'où, par la suite exacte de

faisceaux fppf :

(5.1.2) O^^^x^-0,

un isomorphisme canonique

(5.1.3) R£^^(^W")[-IL

induisant

(5.1.4) H*(X^, ̂ ) -H*-^, ̂ W").

(Les isomorphismes et suites exactes précédents sont bien entendu valables sans l'hypothèse
que k est algébriquement clos).

Dans la suite, nous omettrons les indices fppf ou et quand il n'en pourra résulter de
confusion, et nous poserons
(5.1.5) H*(X, Zp)=hmH*(Xép W^),

(5.1.6) H*(X, Z^(l))=^lmH*(X,^)=hmH*- l(X,^xW n)-
(5.1.7) H*(X, Q^)=H*(X, Z^)®Q^, H*(X, Q^(1))=H*(X, Z^(1))®Q^.

THÉORÈME 5.2. - Les suites exactes (3.28.1), (3.29.1) définissent des suites exactes

(5.2.1) . . . -Œ^X, Z^H^W^x^H^W^x)-^ • • -

(5.2.2) 0-^H*(X, Z^H^X/W^H^X/W)-^.

4e SÉRIE - TOME 12 - 1979 - ?4



COMPLEXE DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 627

Le système projectif H *'(X, Z /p" Z) vérifie (ML), les H1 (X, Z |pn Z) étant des groupes finis
(SGA4XIV1.2). De même, comme on l'a déjà vu, le système projectif H*(W^(?x) [resp.
H*(X/WJ=H*(W^Qx)] vérifie (ML), les H^W^x) fresp. ïT(X/W,)] étant de longueur
finie sur W. La limite projective des suites exactes de cohomologie (étale) définies par
(3.28.1) [resp. (3.29.1)] est donc exacte. Compte tenu de (5.1.2) et (2.1.2) on obtient ainsi
(5.2.1), et la suite longue relative à H * (X/W) se scinde en les suites (5.2.2) à cause du lemme
suivant :

LEMME 5.3. — Soit F un endomorphisme (j-linéaire d'un W-module de type fini M. Alors
1—F : M —>- M est surjectif.

Ce résultat est bien connu. Nous en rappelons une démonstration, faute de référence
adéquate. Par dévissage, il suffit de traiter les cas : (i) M est de torsion, (ii) M est libre. Le cas
(i) est traité dans Serre ([66], § 18, lemme 6) : par dévissage, on se ramène à M annulé par p , et
F bijectif, auquel cas M admet une fc-base formée de points fixes de F, d'où la conclusion.
Dans le cas (ii), soit U le sous-F-cristal unité de M (Katz [40], 2.1). Sur M/U, F est
topologiquement niipotent, donc 1—F est surjectif. D'autre part, U possède une W-base
formée de points fixes de F, donc on est ramené à U =W. Comme 1 — F est surjectif sur k,
1 — F est surjectif sur chaque W^ [cas très particulier de (13.26) !], donc sur W, le système
projectif des noyaux Z/p" étant strict. Le lemme est donc établi.

5.4. La suite (5.2.2) montre notamment que : (a) la partie de pente 0 de H * (X /W) (x) K
W

s'identifie canoniquement à H*(X, <Qp) (g) K; (b) si H* (X/W) est sans torsion, il en est de
Qp

même de H*(X, Zp), et le sous-cristal unité ([40], 2.1) de H* (X/W) s'identifie
canoniquement à H* (X, Zp) (g) W [H* (X, Zp) est une « base » de points fixes]. Ces énoncés

Zp
ne sont, semble-t-il, pas nouveaux, mais il est difficile d'indiquer une référence. Voir
cependant l'article d'Ogus [58], où H*(X, W) est relié à la cohomologie cristalline par le
truchement du site infinitésimal.

THÉORÈME 5.5. — Les suites exactes (3.27.1), (3.29.2) fournissent des suites exactes

(5.5.1) . . . ^H^^X, Z^l^H^WQ^^H^WQ^)-^ . . . ,

(5.5.2) . . .^H^X.Z^l^H^WQ^^H^WQ^1)-^..,

(5.5.3) O^H*(X, Qp(l))^H*(X/W)®K^H*(X/W)(x)K-^0.

D'après Milne [51] (ou Berthelot [9]), H'(X, [ipn) est l'ensemble des ^-points d'un ^-groupe
parfait H'ÇX, ^n). La catégorie des groupes quasi-algébriques étant artinienne (Serre [67],
1.3), le système projectif H*(X, [ipn) vérifie donc (ML). Par ailleurs, on a déjà vu que les
systèmes projectifs H*(W^Q^), H*(W^Q^1) vérifient (ML). Compte tenu de (5.1.1) et
(5.1.4), il en résulte que, par passage à la limite, les suites exactes longues déduites de
(3.27.1) et (3.29.2) restent exactes, d'où les suites (5.5.1) et (5.5.2). D'après 2.13, si T est la
p-torsion de H*(WQ^), H*(WQ^)/T est de type fini sur W, donc, en vertu de 5.3,
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l'endomorphisme 1-F deH*(WQ^)/T est surjectif. La suite déduite de (5.5.1) par
application de (g) Qp se scinde donc en la suite exacte

z?

(5.5.4) O^^^X.Q^l^H^WQ^K^H^WQ^K^O.

D'après (3.5.4), H*(WO^)®K s'identifie à (H^^X/WXaK)^ et p¥ à F, le noyau de
p-F sur H*(X/W)®K s'identifie donc au noyau de p-F sur H*~1 (WQ^)®K. La suite
(5.5.3) découle donc de (5.5.4) et de la variante suivante de 5.3 :

LEMME 5.6. — Si F est un (j-automorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension finie M
[où K est le corps des fractions de W=W(fe)], alors 1 —F : M -> M est surjectif.

Avec les notations de 3.4, on a M=M<o©M^o- La surjectivité de 1 -F sur M ̂  résulte
de 5.3 (car il existe un F-cristal E tel que E(x)K -^ M ̂ o), et celle de 1 - F sur M <o équivaut à
celle de 1—F"1 , qui se ramène au cas précédent (avec a remplacé par a"1, mais 5.3 est
encore valable si l'on remplace CT par o", neZ).

Les suites exactes de 5.5 généralisent (et raffinent) celles de Bloch ([12], III 4.1). On notera
que, par (5.5.3), la partie de pente 1 de H*(X/W)(x)K (3.4) s'identifie canoniquement à
H*(X,Q^(1))®K.

Q,

B. Inégalité d'Igusa-Artin-Mazur.
5.7. Nous allons dégager quelques conséquences de 5.5 relativement à ir(X,Z (1))

pour les petites valeurs de i. Rappelons auparavant quelques faits généraux concernant
lesIT(X,^).

Le groupe parfait quasi-algébrique JT(X, Up») ([9], [51]), dont l'ensemble des fe-points est
H^X, u^n), est extension d'un groupe fini étale D^X, ^n) par un groupe lisse unipotent
connexe C/^X, ppn) :

(5.7.1) O^^X.u^^X.^^D^X,^)-

La théorie de Kummer (5.1.2) montre que

(5.7.2) ^°(X,^)=0,

(5.7.3) ^(X, u^)=0, ^(X, ̂ ^(X, ^)=^Pic(X),

où, pour un groupe abélien A, p»A=Ker p " : A -> A. Elle fournit des suites exactes

(5.7.4) O^H^^X.GJ/^^H^X.^^^H^X.GJ-^O

[en cohomologie plate, mais noter que, d'après Grothendieck ([29], III 11.7),
H*(Xep G^^H^Xyp^, G^)]. Si A est un groupe abélien, nous poserons

(5.7.5) T^(A)=lim,nA
p
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(« module de Tate » de A). La multiplication par p dans le pro-objet « lim »pA étant
p

injective, Tp(A) est sans p-torsion. D'autre part, Tp(A)=T^(A^), où A^ est le sous-groupe
de A formé des éléments infiniment p-divisibles, et le système projectifdes^A^ s'identifie au
système projectifdes Tp(A)/p" (où les flèches sont les projections canoniques), en particulier
Tp(A) est p-adiquement séparé et complet. Par passage à la limite, (5.7.4) fournit une suite
exacte

(5.7.6) O^JimH-^X.GJ/p^H^X.^^l^^T^H^X.GJ^O,

qui montre notamment que H'(X, Zp(l)) est p-adiquement séparé et complet.
5.8. De (5.7.2) et (5.7.3) on déduit

(5.8.1) H°(X,Z^(1))=0,
(5.8.2) H^X.^l^^Pk^X).

Noter que (5.8.1) est également évident sur (5.5.1). La formule (5.8.2) montre que
H^X, Zp(l)} est libre de type fini sur Z p , de rang égal au rang de la partie étale du
groupe p-divisible associé à Pic^/^, égal encore au rang de la partie de pente 1 du
F-cristal H^X/W) (cf. 3.11.2), qui n'est autre que H°(WQ^). Compte tenu de 5.3,
(5.5.1) fournit une suite exacte

(5.8.3) O^H^X, ^(l^H^WO^^H^WQ^O,

qui précise cette relation : H1 (X, Zp (1)) fournit une « base de points fixes » du F-cristal unité
H^WQ^KmunideF^-1^.

Pour f=2 , (5.7.4) s'écrit :

(5.8.4) O^NS(X)/^H2(X,^)-^H2(X,GJ-.0,

où NS(X)=Pic(X)/Pic°(X) est le groupe de Néron-Sévéri de X. Comme ce dernier est de
type fini sur Z,(5.7.6) pour i=2 s'écrit :

(5.8.5) O^NS(X)®Z^H 2 (X,^(1))^T^H 2 (X,GJ-^0.

H^X, GJ est ce que Grothendieck appelle le «groupe de Brauer cohomologique »
de X [29]; il s'identifie au groupe de Brauer habituel Br(X) quand X est de dimension ^2
([29], II 2.2).

PROPOSITION 5.9. - H^X, Zp(l)) [resp. TpH^X, GJ] est un Zp-module de type fini
(resp. libre de type fini).

Compte tenu de (5.8.5), il suffit de prouver l'assertion relative à H^X, Zp(l)). Comme
H^X, Zp(l)) est p-adiquement séparé et complet, il s'agit de montrer que H^X, Zp(l))/p
est fini. Comme Artin le fait observer [1], le fait que U1 (X, ^) = 0 (5.7.3) entraîne, par la
suite de Kummer, que, pour n assez grand, la flèche ^(X, ̂  - i ) -> C/^X, i^n) définie par
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l'injection |̂ ,-i <^ ̂  est surjective, donc que le pro-objet U2 (X, ^) est essentiellement nul.
Par suite, on a

H^X.Z^l^HmD^X,^).

Comme, pour n assez grand, l/^X, ^pn-i)-)-C/^X, ^n) est surjectif, la suite
0 -> ^.,-, ->> (̂ ,, -^ H,, -^0 fournit une suite exacte de pro-objets

D^X, ^-Q-^D^X, ̂ ^(X, ̂ )

[où H2(X, [ip) est constant]. Par passage à la limite, tenant compte de ce que la flèche de
pro-objets « lim » pp»-i -> « lim »^n définie par les inclusions |ip»-i c^ p,pn s'identifie à
la multiplication par p : « lim » [ipn->« lim » ^n, on en déduit que H^X, Z p ( l ) } / p
s'identifie à un sous-groupe étale de H2 (X, p,p), donc est fini, ce qui achève la démonstration.

Remarque 5.10. - D'après 3.11, la flèche canonique H^WQ^) -> H^X/W) est
injective, donc H2 (W Qj|1) [qui s'identifie ainsi à P1 H 2 (X/W)] est de type fini sur W. D'autre
part, H^WQ^^H^WQ^) (3.3), donc, d'après 5.3 et (5.8.3), (5.5.2) fournit la suite
exacte

(5.10.1) 0 -> H2 (X, Zp{l)) -. H2 (W Qjl1)1^ H2 (W Qj|1) -^ 0,

qui montre à nouveau que H^X, Zp(l)) est de type fini sur Zp, grâce au lemme suivant :

LEMME 5.11. — Si ¥ est un endomorphisme a-linéaire d'un W-module de type fini M,
Ker (1 — F : M -> M) est un Zp-module de type fini.

Par dévissage, grâce à 5.3, on se ramène à supposer M libre, et alors Ker (1 — F) est une
« Zp-base » du sous-F-cristal unité de M.

PROPOSITION 5.12. — Supposons X projectif sur k. On a alors

(5.12.1) p = f c ^ _ 2 ^ - r ,

où p=r^NS(X), fc^^HWW), ̂ dim^X/W)®!^,^ r^T^H^X, GJ.
La suite (5.8.5) entraîne

p^H^X,^!))-^

D'autre part, d'après 5.5.3, on a

r^H^X, Z^l^dim^X/W)®]^

=fc2-dim(H2(X/W)®K)[o,lt-dim(H2(X/W)®K)^l,2].

Comme X est projectif, le théorème de Lefschetz fort ([5], [43], [33]) entraîne que

dim (H^X/W) ® K)[o,i[=dim (H^X/W) ® K)^^]=h.

d'où (5.12.1).
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Remarque 5.13. — Rappelons (3.5.3) que

h=dimîî2ÇWÛ)^®K,

et que, si le foncteur O2 cTArtin-Mazur [2] est représentable par un groupe formel lisse, h est
la hauteur de la partie p-divisible de O2. La formule (5.12.1) améliore donc l'inégalité
p ̂  b 2 — 2 h établie par Artin-Mazur dans [2] pour une certaine classe de surfaces relevables.
Elle montre que, si p = b 2, H2 (X/W) est purement de pente 1, plus précisément H 2 (W ̂ x)est

extension du module de Cartier d'un groupe formel lisse unipotent par un F-V-module de
longueur finie sur W annulé par une puissance de V (correspondant à un groupe radiciel); en
particulier, si O2 est représentable par un groupe formel lisse, <S>2 est unipotent. Rappelons
que la réciproque (H^X/W) purement de pente l = > p = b 2 ) est conjecturée par Artin-
Mazur [2]; elle n'est connue que pour quelques classes de variétés (variétés abéliennes [69],
surfaces K3 elliptiques [l], surfaces de Fermât [38]).

C. Noyau de F endomorphisme F — p de H1 (X/W). — Le résultat suivant complète
(5.10.1):

THÉORÈME 5.14. - Supposons H^X/W) sans torsion et H^Q^H^Ziûx). où

Zi Q^ ==Ker à : Q^ -> Q2 . Alors on a une suite exacte

(5.14.1) O-Œ^X, Zp^-^H^X/W)^ H^X/W),

où i est composé de l'injection H^X, Zp(l)) -^ H^WQjl1) de (5.10.1) et de l'injection
canonique H2 (WQj1)-^ H2 (X/W) (3.11).

Le carré commutatif
H^WQ^^H^WQx1)'i ,, "i
H2 (X/W) p-̂  H2 (X/W)

où j est l'injection canonique, définit, grâce à (5.10.1), une injection

(5.14.2) H^X, Z^l^N^Ker^-F : H^X/W) -> H^X/W)).

Soit C le conoyau de (5.14.2). D'après (5.5.3), on a C (x) Qp = 0, donc il suffit de prouver que
z?

la multiplication par p dans C est injective, i.e. Tori(C, Z/p)==0. N étant plat sur Zp
[puisque H2 (X/W) est sans torsion], il revient au même de prouver que la flèche

(5.14.3) H^X.Z.œVp-^N/p

déduite de (5.14.2) par réduction mod p est injective. Cela va résulter de l'assertion plus
précise :

PROPOSITION 5.15. — Sous les hypothèses de 5.14, la flèche
(5.15.1) H^X, Z^/^HWW)^,

déduite de i (5.14.1) par réduction modulo p , est injective.
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II revient au même de dire que la flèche
( 5 . 1 5 . 2 ) H^X.Z^/^H^XA).

composée de (5.15.1) avec l'injection canonique H2 (X/W)/p c, H^(X/k)[cf. (4.9.1)],est
injective. Nous aurons besoin, pour la démonstration, du résultat suivant :

PROPOSITION 5.16 (cf. 6 .15, 6.16). - Soient A =(Pic^^.red)t ^ variété crAlbanese de X, et
f : X —> A une application canonique [28]. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H^X/W) est sans torsion;
(ii) PiCx/fe est réduit, etf^îî°(^)=îî°(Z, Qx) (OM ZiQ^=Ker rf : Q^Qx).

Quand elles sont satisfaisantes, on a :
(iii) H^ZiQ^H^Z.O^^Z.Q^QZ^^^^);

n

(iv) H1 (^x) ̂  E 0 1 . où E^ ^r /^ .ŝ  spectrale de Hodge Ey^H^Qx) => Hgp (X//c).
Ce résultat est dû à Berthelot [8]. L'implication [(i)=>Picx/^ réduit], qui est le point

essentiel, a été démontrée indépendamment par Nygaard [54], par une méthode analogue.
Indiquons rapidement la démonstration. L'application / définit un morphisme de suites
exactes

O^H°(Q^) -> H^A/^H1^)^

(5.16.1) f ' [ f-[ ^

0-^H°(ZiQx) - HDR(X/^C) ^ H1^)

où les flèches verticales sont injectives, et l'image de H^R (X/fc) -> H1 ((9^) est E^ (Oda [56],
5.12, Remark). D'après 3.11.2, /* : H^A/W) ^ H1 (X/W) est un isomorphisme,
donc le conoyau de la flèche médiane de (5.16.1) s'identifie, par (4.9.1), à
Tor^H^X/W), ^^(X/W). De (5.16.1) on déduit donc une suite exacte

(5.16.2) O^HO(ZlQx)/ /*HO(Q^^^H 2(X/W)^E^ l / /*H l(^)-^0.

Dire que Pic^ est réduit équivaut à dire que/* H1 ((î\) == H1 (€\}, donc (5.16.2) entraîne
aussitôt (ii)=>(i), et (i)=> H°(ZiQx)=/*H°(ÛA1). Pour la démonstration de (i)^Pic^
réduit, nous renvoyons à Nygaard [54] [l'idée est d'utiliser l'« extension universelle
de (9^ par G\^ » ([5], [10]), qui se réalise comme une extension de complexes
0 —> W Qx —> E —> (9^ —> 0 : (i) entraîne la surjectivité de H1 (E) —> H1 ((^x)' ci111 se factorise par
H1 (W (9^) -> H1 (^x)]. Supposons H2 (X/W) sans torsion. Alors (5.16.2) et le fait que PiCx/fe
est réduit [i.e./*H l(^A)=H l(^x)] entraînent (iv). Rappelons d'autre part, que, d'après
Oda [56], 5.12 (cf. aussi 6.14), on a une injection naturelle DM (y Picx/fe) <=> H°(ZiQ^),dont
l'image est H° (Z ̂  Ox) [vP^xy/c désigne le groupe fini noyau de V dans Picx/fe, M (y PiCx/fc) son
module de Dieudonné (contra variant), qui est un W-module de longueur finie, et DM( ),
son dual à valeurs dans K/W]. L'application / donne lieu à un carré commutatif

DM(vPicA/fe) ^ H°(0^-i p-
DM(vPiCx/t)c,H°(Zin^)
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où la flèche horizontale supérieure est un isomorphisme (loc. cit.}. Comme H 2 (X/W) est sans
p-torsion, les injections N S ( X ) (x) Z^ q: H^X. ^(1)) q; H^X/W) [(5.8.5), (5.14.1)]
entraînent que NS(X) est sans p-torsion, donCyPiCx/^v^^x/^ e! comme PiCx/^ ^st réduit,
la flèche verticale de gauche est donc un isomorphisme, d'où (ni), ce qui achève la
démonstration de 5.16.

Remarque 5.16.3. — Au lieu de (5.16.1), on peut utiliser le morphisme de suites exactes
(c/3.11):

0^ H^WQ^/p^H^X/W)/? -^ H^W^xVP-^O

1 ! 1
0——H°(ZiQx)——^(X/fe) -———H^x)

donné par la projection de WQx sur ^x- La suite du serpent correspondante s'écrit :

O^H^ZiQ^/pmH^WQ^/p+ImH^W^/^^pH^X/W)

^E^/Im^W^xVV)-^.

On voit facilement que Im H1 (W6°x)/V s'identifie à / * H 1 (C° ^) et

Im H°(WQ^)/p+Im H^W^xVF^m H^X/W)^

à/*H°(Q^.

Démonstration de 5.15. - Revenant aux définitions, on voit que la flèche

H^X.^œ^H^XA) ( 5 . 1 5 . 2 )

est limite projective des flèches

H^Wx^H^X/^

définies par les homomorphismes de complexes diog : ^^/^^[—l]->Qx//c-
D'autre part, p : H^X, Z^l^-Œ^X, Zp(l)) est limite projective des flèches
H1^/^"1)^^^/^) définies par l'élévation à la puissance p-ième :
( 9 ^ / ^ y 1 -> (9^1'^y\ II suffit donc de prouver que, pour tout n^\. la suite

(5.15.3) 0 ̂  H1 (^xW"1) ̂  H1 (^x/^x^^Hâp (X/^c)

est exacte. Notons d'abord que la suite

0 -> (9^1 (9y ^ (9^1 (9^ -^ (9^1 (9y -^0

fournit la suite exacte

0 ̂ -. Pic(X) ̂ Pic(X)^ ^Pic (X) ̂  H1 (^xW"1) ̂  H ̂ (^x/^^').

L'hypothèse que H2 (X/W) est sans torsion entraîne, comme on l'a déjà observé, que NS (X)
est sans p-torsion, donCpn Pic (X) =p. Pic0 (X), et p " ~ 1 : p., Pic (X) -> ^ Pic (X) est surjectif, ce qui
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prouve rinjectivité de p dans (5.15.3). D'autre part, à log : H1 (^/^) -^ H^X/^) se
factorise en

d log u
H l(^*/^)-^H2(0^1)-HàK(X/k),

où la première flèche est induite par à log : ̂ ^/^^[—1]->Q^1 , et u par l'injection
canonique Qj|1 ->0x- Grâce à 5.16 (iv), u est injectif, donc on est ramené à prouver
l'exactitude de la suite

(5.15.4) 0 -. H1 (^x/^"1) -^ H1 (^W)^ H2 ̂ i1).

La suite exacte évidente

0 -̂  Qj1 -^ L(n) -> (9^1(9^ -> 0,

où
„ ri log , d , d

L(n)=(^/^-^Q^Û^...),

fournit la suite exacte

(5.15.5) H^Z^Q^^H^L^^H^^/^^^H^Ql1).

Noter que H^L^^H^M^)), où M(n) est le tronqué

M(n)=(^/^llo^ZlO^).

Cela étant, soit xeH1^/^^') tel que à log (x)=0. Alors, d'après (5.15.5), x=by, avec
^eH^M^)). La donnée de y est une sorte de « connexion intégrable » sur x. On va
montrer qu'on peut modifier cette « connexion » par une forme fermée (i.e. un élément de
l'image de a) de manière à la rendre de « p-courbure » nulle : x sera alors une « puissance
p-ième ». Pour ce faire, considérons la suite exacte de complexes (suite exacte pour la
topologie étale) (0 2.1.23) :

0 0

' ., diog •*'
^X*W ——————^V(I )

(5.15.6) diog
^ X / ^ ' X ' ——^ ^i^^^(^/^- _ z^)=M(n)

i-c

0————————.Q^
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où v(l) d^ Ker (1 -C). D'après (02.1.23), on a une suite exacte

O-^/^"1-^ ^/^i10^!)-^,

donc (5.15.6) fournit la suite exacte

(5.15.7) O-^H^^/^'^H^M^^H^Q^),

où v|/ est l'analogue d'une p-courbure. Le composé

v|/a: H°(ZiQ^H°(Qx)

est induit par 1 - C, donc (5.3) est surjectif puisque, par hypothèse, H° (Qx) = H° (Z i Qx). Il
existe donc z e H ° (Z i Qx) tel que \|/ y == v|/ ûz. Par (5.15.7), il existe alors w e H1 (^/^-1) tel
que pw=y—az. Comme le composé

H1 «W^"1) ̂  H1 (M (n)) -^ H1 (^/^)

est égal à p, il en résulte que x = h (y — az) est dans l'image de p , ce qui prouve l'exactitude de
(5.15.4) et achève la démonstration de 5.15, et par suite, de 5.14.

Remarques 5.17. - (a) L'exactitude de (5.15.4) équivaut en fait à celle de

(5.17.1) O-^H^^/^^^H^Qj1)

(cas particulier n= 1), dont la vérification (par le même principe) est légèrement plus aisée.
(b) Raynaud fait observer (cf. aussi [54]) que, si X est une surface, il ne peut exister de

1-formes globales non fermées sur X que si H2 (W ̂ x)nîest P^ de type fini sur W (i. e. « Brx
contient une partie unipotente non triviale »). En effet, si H2 (W (9^) est de type fini sur W, la
suite spectrale des pentes dégénère en E i (3.14), en particulier d i : H2 (W 6?x) -^ H2 (W Qx)
est nul. Comme H2 (W Û?x) -^ H2 (^x) est surjectif, il en résulte que à : H2 ((Px) -^ H2 (Qx) est
nul, donc, par dualité de Serre, que d : H°(Qx) -> H^x) est nuL

D'autre part, si X est une surface, les hypothèses de 5.14 entraînent que la suite spectrale de
Hodge E^H^Q^HgiJX/fe) dégénère en Ei. En effet, le fait que
rf i : H°(Qx) -^ H°(Qx) soit nul entraîne, par dualité, que d^ : H2^) -> H^Qx) est nul.
D'autre part, d'après 5.16, d^ : H1 (^x)-^ H1 (Qx) et d^ : H^x) -^ H°(Qx) sont nuls,
donc, par dualité, ^ : H2^) -^ H^Qx) est nul. Enfin, d, : H°(^x)-^ H°(Qx) est
trivialement nul, donc aussi d^ : H^Qx) -> H^Qx) par dualité.

(c) La conclusion de 5.15 est encore valable si, au lieu des hypothèses de 5.14,
on suppose seulement que, dans la suite spectrale de Hodge. on a E01 -^H^x) et
^i : H ° (Qx) -> H ° (Qx) est nul. En effet, la démonstration ci-dessus montre qu'alors les suites
(5.15.3), avec le zéro à gauche ôté, sont exactes, et, comme les conditions de ML requises
sont vérifiées, on en déduit, par passage à la limite, l'exactitude de (5.15.2).
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J'ignore si, pour la validité de la conclusion de 5.14, les hypothèses faites sont minimales.
Ogus [60] a obtenu indépendamment le corollaire suivant de 5.15, qui a d'ailleurs inspiré

5 . M e t 5.15 :

COROLLAIRE 5.18. - Si E^^H1^) et îî°(^)=ïî°(Z, Q^), l'application
d log : Pic (X)=H1 WÏ) -^ H^ (X/k) induit une injection

(5.18.1) Pic ( X ) / p = NS (X)/p -^ H^ (X/k).

En effet, comme T^H^X, GJ est sans torsion, l'injection NS(X) (x) Zp q; H^X, Z^(l))
(5.8.5) induit une injection NS(X)/p q: H^X, ^(l))/^, dont le composé avec la floche
(5.15.2), injective d'après 5.17 (c), est (5.18.1). On peut dire aussi que (5.18.1) est composé
des injections NS(X)/p c, H^X, ^) (5.8.4), H^X, ^) c; H2^) [5.17(c)] et
HW)c,H^(X^).

Remarque 5.19. — II n'est pas vrai en général que, sous les hypothèses de 5.14, la flèche

(5.19.1) H^X.Z^/^H1^),

composée de l'injection H^X, ^ p ( l ) ) / p çH^Q^1) (5.15.4) et de la flèche canonique
H^Q^-^H^Q^), soit injective. Par exemple, d'après Ogus [60], la flèche (5.19.1) n'est
pas injective si X est la surface de Kummer associée à un produit de courbes elliptiques
supersingulières. Ogus (loc. cit.) montre cependant que (5.19.1) est injective si X est une
surface K3 supersingulière ayant Oo> l , plus généralement il donne le critère suivant (de
démonstration facile, voir \oc. cit.) :

PROPOSITION 5.19.2.- Supposons que X soit une surface vérifiant les hypothèses de 5.14 et
telle que Fil2 H^ (X/k) n Filo H^p (X/k)=0, où Fil1 (resp. Fil,) désigne lafiltration de Hodge
(resp. lafiltration conjuguée). Alors la flèche (5.19.1) est injective.

Le corollaire ci-après de 5.14 fournit une nouvelle réponse partielle à la question 3 6
[cf. 4.10 (a)]:

COROLLAIRE 5.20. — Sous les hypothèses de 5.14, supposons de plus que le Y-cristal
H^X/W) soit purement de pente 1. Alors Plïî2(X/W)(=ïî2(WÇî^) (3.11)) est le plus
grand sous-¥-cristal M de H^X/W) tel que F(M)c^M; muni de p ~ l F ( = F / (5.5)),
P1 H^X/W) est un ¥-cristal unité.

Soit E le plus grand sous-F-cristal M de H 2 (X/W) tel que F (M) c p M. D'après 3.1.4, on a
P1 H^X/V^cE. Comme H2 (X/W) est purement de pente 1, P1 H2 (X/W) et E, munis de
p ~ 1 F, sont des F-cristaux unités, donc il suffit de prouver que

(*) P^^X/W^^E^,,

où l'indice F-p désigne le noyau de F - p . D'après (5.10.1), on a des injections

H^X, Z,(l)) c^HWW)^ c^E^ c^HWW)^,
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En vertu de 5.14, leur composé est un isomorphisme, d'où (*) et le corollaire.

Remarque 5.21. — Sous les hypothèses de 5.20, Picx/^ est lisse (5.16), donc [2] le
foncteur <D2 d'Artin-Mazur est représentable par un groupe formel lisse, de module de
Cartier H2 (W (9^). L'hypothèse que H2 (X/W) est purement de pente 1 entraîne (3.5.3) que
H^W^x) est annulé par p", pour ne ̂  [il revient au même de dire que O2 est unipotent,
annulé par V", i.e. H^W^x) annulé par F"]. Donc H2(X/W)/P1 =EO,2c:H2(W^x) est
aussi annulé par p", en d'autres termes on a l'inclusion suivante (non évidente sur la
caractérisation 5.20) :

(5.21.1) ^H^X/W^P^^X/W).

D'autre part, la projection WQx -> Ox induit un homomorphisme de la suite spectrale des
pentes dans la suite spectrale de Hodge de X/k. Si H3 (X/W) est sans torsion, la formule des
coefficients universels (4.9.1) entraîne que la flèche canonique H2 (X/W) -> îî^(X/k) est
surjective, donc induit une surjection

(5.21.2) H2(X/W)/P lH2(X/W)-^HâR(X/fc)/Fil lHêR(X/fc).

Quand X est une surface, le second membre s'identifie à H^^x) (5.17 fc), de sorte que
(5.21.2) permet de minorer la valuation p-adique de la forme induite par le cup-produit sur
P1 H2 (X/W); par exemple, si X est une surface K 3, (5.21.2) entraîne <7o ̂  1 (cf. 7.2, [1] et
[60]). Cela résulte du fait suivant :

PROPOSITION 5.21.3. — Soit X/k une surface telle que H2 (X/W) soit sans torsion et que le
terme E^2 de la suite spectrale des pentes (égal à E02 d'après 3.14) soit de longueur finie OQ.
Alors le discriminant de la forme induite par le cup-produit sur P1 H2 (X/W) est de valuation
p-adique 2<7o.

En effet, la dualité de Poincaré entraîne que la forme cup-produit sur H2 (X/W) est
unimodulaire.

Remarque 5.21.4. — Si X est une surface, la flèche canonique

(5.21.4.1) NS(X)®Zp-£>H2(X/W),

donnée par « la première classe de Chern », i. e. composée de NS (X) ® Zp c^ H2 (X, Zp(l))
(5.8.5) et de H2 (X, Z^(l)) q: H^WQi1)-?1 H2 (X/W) c, H^X/W) (5.10.1), vérifie :

(5.21.4.2) (x.y)=c(x)c(y).

(Cette compatibilité a été vérifiée par Berthelot (non publié), une démonstration figurera
probablement dans [27]). Sous les hypothèses de 5.21.3, avec fe algébriquement clos, on en
déduit que, si p = ^ 2 » 1e discriminant de la forme d'intersection sur NS(X) est de valuation
p-adique 2<7o. En effet, on a alors

NS(X)(g)Z^H2(X,^^(l))^P lH2(X/W)F^l(=H l(WQ^l),
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car H^X/W) est purement de pente 1, donc c induit un isomorphisme
N S ( X ) ® W 2 > P 1 H 2 ( X / W ) .

D. Compléments sur les surfaces.
5.22. Supposons que X soit une surface. Comme H1 (W Q^) est de type fini sur W (3.14),

(5.5.1) fournit, grâce à 5.3, la suite exacte

(5.22.1) O-^H^X, Z^l^H^WQ^-'-^H^WQ^O.

Compte tenu de 3.14, celle-ci est reliée à (5.10.1) par le diagramme commutatif suivant, à
lignes et colonnes exactes

0 0

H°(W^) '̂  H°(WQ^)

i ,:, i
(5.22.2) 0-> H^X, Zp^-.H^WQJI1)—^ H^WQjD-^O

II 1 !
0-* H2(X, Zp(l)) -^ H^Wt^) ——> H^WÛ^) ->0

0 0

D'autre part, (5.7.2) entraîne, par dualité ([9], [51]) :

(5.22.3) /^(X.u,,)^,

d'où

(5.22.4) H^X, Zp(l))=0.

Compte tenu de (5.22.1), (5.5.1) fournit donc la suite exacte

(5.22.5) O-rH^X, Zp(l))^•H2(W^)-l-:^H2(WQ^)^•0.

A la différence de H^X, Zp(l)) (5.9), H^X, Zp(l)) n'est pas nécessairement de type fini
sur Zp : par exemple, si X est une surface K.3 supersingulière, on a H^X, Zp(l)) ̂  k
(cf. [55] et 7.2).
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La suite spectrale des pentes permet, grâce à 3.14, de relier H^WQx) à H3 (X/W) : on a
un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes

0 0

! !
^(^(P^/Ey——^H2^^^/^2

i l-
(5.22.6) 0-^ H^WQ^^H^WQ^')—————-H^WQ^)—————>0

II 1 1
0-^ H^WQj)^ H^X/W) ^H^WQ^/^iH^Wfiïx) -0

1 1
0 0

(la suite verticale centrale est fournie par la suite exacte

O-^WOjl^WQx-^W^x-^

la suite horizontale médiane par la suite exacte

O^WQx[-2]-^WQ^-^WQx[-l]^0-

et la suite horizontale inférieure est

0 -. E21 -^ H3 (X/W) -^ E^2 -> 0).

6. CO VECTEURS ET TORSION DE LA COHOMOLOGIE CRISTALLINE.

A. Covecteurs et ^-torsion de H*(W^x)-
6.1. Soit X un topos annelé en Fp-algèbres. Pour tout entier n^O, notons WQx(n) le

complexe

(6.1.1) WQxN=(W^x^WQ^WQ^.. .^WQx^. . . ) .

Comme F^V^^ (12.19), on a une suite exacte

(6.1.2) 0 -^ WOx -^ WOx (n) -^ ̂ ^x -> 0,

où l'injection est définie par V" en degré 0 et l'identité en degré >0. Comme d'autre part
¥n+ldV=¥nd (12.19), on a un morphisme de suites exactes

0-^WQx——^WQx^)——^W^x—^0

(6.1.3) 1 [v

O^WQx-^WOx^+l^W^i^x-^O
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où la flèche médiane est V en degré 0 et l'identité en degré >0. Par passage à la limite
inductive suivant (6.1.3), les suites (6.1.2) fournissent une suite exacte

(6.1.4) O-^WQx-^BW^x-^CW^x-^

où

(6 .1 .5 ) BW^x^imW^x- CW^x^imW,^
v v

sont respectivement le faisceau des bivecteurs unipotents et le faisceau des covecteurs
unipotents sur X au sens de Fontaine [24], [26] (et BWQ^^^x pour f>0). Les suites
(6.1.2) et (6.1.4) sont fonctorielles en X, en un sens évident.

6.2. Nous supposerons à partir de maintenant que X satisfait aux hypothèses du n° 3
(dont nous conserverons les notations).

X étant réduit, on a BW"^^^^ CW^x^^^x avec les notations de Fontaine
(loc cit.), nous écrirons BWQx pour BWQx. D'autre part, X/k étant propre, on a
(SGA4VI 5.2) :

(6.2.1) H*(CW^x)=limH*(W^x)- H^BWO^-limH^WQx^))-
v

La suite (6.1.4) fournit une suite exacte longue

(6.2.2) . . . -^H^^CW^x^H^WQ^^H^WQ^^H^CW^x)-^---

Identifiant H^WQx) à H^X/W) par l'isomorphisme canonique (2.8), nous noterons
H^X/W)^ le sous-module défini par

(6.2.3) H^X/W^^-^CW^x^H^X/W).

La suite (6.2.2) est limite inductive des suites

(6.2.4) . . .^H^^W^^-^H^WQ^-^H^WOxW)^--

définies par (6.1.2), et d'après (6.2.1) , on a

(6.2.5) H^X/W^Ijim^-^W^x)-

Comme pndîïi~l (Wn^x)=ç)' cette formule montre que l'on a

(6.2.6) H^X/W^cH^X/W)^,

où H^X/W)^ est le sous-module de torsion de H^X/W).
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PROPOSITION 6.3. - Pour tout i, la flèche canonique H^X/W) -> ir(W^x) (définie par la
projection WQx -> W^x) induit un épimorphisme

(6-3-1) H^X/WL^H^W^v-to^

OM H^W^v-tors désigne le sous-module de V-torsion de H^W^x)-
Compte tenu de (6.2.5), il suffit de prouver le fait, plus précis, que, pour tout n ̂  0, la flèche

canonique H^X/W) -> H^W^x) induit un épimorphisme

(6.3.2) ^H-^W.^^v-H^W^i^KerV" : ÏT(W^x) ̂  H^W^x)).

Or le morphisme évident de suites exactes

0-. WQx -^WÛxW -^W^x -^0

!.. 1 1
0 - ^ W ^ x - " W^x——'W^x-^0 '

où la suite supérieure est (6.1.2), induit un morphisme des suites exactes longues
correspondantes

..^ÏT-^W^x) ^ H^WOx) - ^ H ^ W Q x O ' ) ) - ^ - - -
(6.3.3) 1 . | ^ 1

...^ H^-^W^x) ^ H^W^x) ^ H^W^x)——^. . .

qui montre que la flèche (6.3.2) est surjective.

Remarque 6.4. - La V-torsion de H^W^x) mesure essentiellement le défaut de
représentabilité (4) du foncteur O1 d'Artin-Mazur [2]. Plus précisément, si O)1"1 est
représentable, on voit facilement (cf. [52], th. p. 196) que O1-1 est formellement lisse si et
seulement si tT(W^x) est sans V-torsion. Pour f=2 , auquel cas O1"1 est représentable par
Picx/k, H 2 (W ^x)v-tors s'identifie canoniquement à DM (Picx/fe/PiCx/fc, ,ed). où M ( - ) désigne le
module de Dieudonné contravariant et D=Hom^(-, K/W). En effet, d'après Oda ([56],
4.4, 4.6), la suite inférieure de (6.3.3) fournit, par passage à la limite, une suite exacte de
WJF, V]-modules

(6.4.1) O-^H^W^xXaK/W^H^CW^^H^W^v-tors^O,

oùj s'identifie canoniquement à l'injection de DM (Picx/fe, red) dans DM(Picx/fe). On peut
généraliser cette interprétation pour f>2 .

Comme l'image de tT(X/W) dans îT(W(Px) est le terme E°o1 de la suite spectrale des
pentes, 6.3 entraîne :

COROLLAIRE 6.5. — On a, pour tout i :

H^W^v-tors^Im^X/W)^ - E°,1),

(4) Nous disons, par abus, « représentable » pour « pro-représentable ».
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et une suite exacte

0 ̂  H^X/W), n P1 H^X/W) ̂  H^X/W), -^ IT(W ^x)v-tors ̂  0,

où P* ^sî lafiltration canonique (3.1.2).

PROPOSITION 6.6. - On a H^X/W^n P1 H^X/W)^, f .é? . la flèche canonique
H^X/W^H^W^) ̂ ^ un isomorphisme H^X/W^H^W^v-tors.
On a. pour tout ^0, un morphisme de suites exactes

0-> WQ^-^WQxM^ W(Px -^0

i il i
0-^ WO'x -^WQxW-^^^n^x ^0

où la suite inférieure est (6.1.2), la suite supérieure la suite évidente, et les flèches verticales
extrêmes l'injection et la projection canonique. On en déduit un carré commutatif

H^W^-^H^WQjl1)
(*)

H^W,^) ^H^WQx)

où la flèche horizontale inférieure (resp. supérieure) est donnée par (6.2.4) (resp. induite par
l'homomorphisme de complexe F" à : W (9^ [ -1] -^ W Qj|1 défini par F" à en degré 1). Or on
a un carré commutatif

W^x[-l] ^ (0->WQ^ -^ WQx -d > . . . -^ WQx -^ • •)
II F" j P'T" 1 p'-'F"

' W^xl-1] ^(O-^WQ^ -^ WOx - ^ • • • - ^ WQx ^ • • • )

et, d'après 3.11, la flèche H^W^x) -> H^^^H1) induite par la flèche horizontale
supérieure est nulle. Il en est donc de même de la flèche horizontale supérieure de (*), et par
suite on a

KerCH^W.^^H^WQ-xW^Im^^W^-H^W^x))-

donc, grâce à (6.3.3) :

Ker(H l(W^x)^H2(WQx))=Im(H l(W^x)-^H l(W^x)).

La flèche canonique H^X/W) -> H^W^x) induit donc un isomorphisme
dH1 (W^x) -^v-H^W^x)» ^où, par passage à la limite, le résultat désiré.

J'ignore si, pour f>2 , on a encore H^X/W^n P1 H^X/W)^.
B. Torsion divisorielle de H^X/W).
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6.7. Posons

(6.7.1) H2(X/W),=P lH2(X/W)^©H2(X/W),c=H2(X/W)^,

où Plîî2(X/W)^=Plïî2(X/W}^H2(X/^\^. On a donc un morphisme de suites
exactes

O^P^WWL, ^ HWW), -. H^W^^Oi i r r(6-7-2) I I 1 1
0 ̂  P1 HWW)^ ^'HWWL,————> Q2 ———> 0

où Q^ImQHWW)^ -^ H^W^x))- Nous poserons

(6.7.3) H2(X/W),==H2(X/W)^/H2(X/W),(=Q2/H2(W^)v-tors).

Nous dirons que H^X/W)^ [resp. H^X/W),,] est la partie divisorielle [resp. le quotient
exotique de H^X/W)^]. La terminologie « partie divisorielle » est justifiée par 6.4 et le
résultat suivant :

PROPOSITION 6 . 8 . — Supposons k algébriquement clos. Notons NS (X)p.^s ̂  sous-module de
p-torsion de NS(X). L'injection composée

3.11

(6.8.0) NS(X)®Z/^H2(X,^(1)) ;^H2(WQ^1)^P1H2(X/W)

induit un isomorphisme

(6.8.1) NS(X)^, ® W ̂  P1 HWWL,,

Nous aurons besoin, pour la démonstration, des lemmes suivants :

LEMME 6.8.2. — Les faisceaux de cohomologie du complexe WQj^/F'WQjI1, où F' est
rendomorphisme défini en (13.29), sont nuls en degré ^1.

En effet, d'après (13.21.1.3), l'application d : WQ^/FWQ^ WQ^/pFWO2 est
injective.

[Bien entendu, 6.8.2 vaut plus généralement sous les hypothèses de (13.29)].

LEMME 6.8.3. - L'application F' : H^WQj1) -^ H^WQjl1) est injective.
En effet, d'après 6.8.2, on a H^WQ^/F'WQ^^^O.

LEMME 6.8.4. — Le corps k étant supposé algébriquement clos, soit F un automorphisme
à-linéaire d'un W-module de type fini M. Alors la flèche naturelle Ker(l —F) (x) W -> M

z,
est un isomorphisme.

C'est bien connu : d'après 5.3, le foncteur Ker(l-F) est exact sur la catégorie des
F-modules de type fini sur W, donc on est ramené, par dévissage au cas standard où M est
libre sur W (resp. est annulé par p).
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Prouvons 6.8. Comme TpH^X, Gm) est sans torsion, l'injection
NS(X) (x) Zp -> H2(X, Zp(l)) induit un isomorphisme sur les parties de torsion

NS(X)^-H2(X,Z,(1))^,

D'autre part, d'après 6.8.3, l'application F' : H^WQjl1)^ -> H^WQjl1)^ est injective,
donc un automorphisme, puisque H^WQll1)^ est de longueur finie. Grâce à (5.10.1) et
6.8.4, on en conclut que la flèche naturelle H^X, Zp(l)\^ 00 W -^ H^WQjl1)^ est un
isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Remarque 6.8.5. — II résulte immédiatement de (5.10.1) et 6.8 que la flèche
NS (X) (x) W ̂  H 2 (X /W) déduite de (6.8.0) est injective.

C. Lien avec H^ (X/k) et le sous-espace d'Oda. — Pour tenter de comprendre le quotient
exotique de H^X/W)^» nous allons faire le lien entre H^X/W)^ et le sous-espace de
H^(X/fe) construit par Oda ([56], 5.10).

6.9. L'extension (6.1.4) définit un morphisme de degré 1 :

L L

(6.9,1) C W ^ x ® Z / p - ^ W Q x ® ^ M l L

qui donne des morphismes de suites exactes

L

o-^ir-^cw^x)®^ -^ H^^cw^x^/rt^H^^cw^x)-^
(6-9-2) 1 I L 1

O-.ïr-^WQx)®^—^H^^WQx®^/?)——^H^WQx)^

où les flèches verticales sont induites par les flèches d de (6.2.2). En vue d'interpréter (6.9.2),
nous allons décrire un morphisme de complexes donnant (6.9.1). Tout d'abord, en vertu de
(13.16) (et du fait que WQx est sans p-torsion), la projection W Qx -> ̂ x induit un
isomorphisme

L

(6.9.3) WQ^OZ/p^Qx -

D'autre part, comme W ̂ x et BW (9^ sont sans p-torsion, on a un isomorphisme canonique
L e

(6.9.4) CW^x®^/^(W^x/P-^BW^x/P)-

où BW^x/P est placé en degré 0, et e est la réduction mod p de l'injection canonique
e

W ̂ x ^ BW ^x (6 • 1.4). Notons par ailleurs

(6.9.5) T| : ^x-^CW(Px.

la limite inductive des flèches V" : (9^ -> W^+i (9^

(6.9.6) T : BW{Px-^CW^x»
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la projection canonique (6.1.4), et

(6.9.7) Ti : BW^x-^CW^x-

la limite inductive des projections W(Px —> ̂ n+i ^x^ ^ ^) : d^s l'écriture standard
des bi- et co vecteurs, on a

ri(x)=(0, . . . , 0 , x ) ,

T(^-n, . . . , ^ -1 , ^0^1 . .-^(^-n. • • •^- l )»

^ i ( y -n . " ^ y - i . y o . y i . ' " ) = ( y -n . • • ^ y - i . y o } -
Cela posé, on a :

LEMME 6.9.8. — La projection canonique W^x/P^^x et ^a flèche
TI : BW^x/P -^CW^x/F induite par (6.9.6) définissent un quasi-isomorphisme

(W^x/P -^ BW^x/P)

(6.9.8.1)
(^x———CW^x/F)

[o^ l'on not^ encore r\ la flèche déduite de (6.9.5)].

Il est clair que le carré (6.9.8.1) est commutatif. Il s'insère en fait dans un morphisme de
suites exactes

0-^ ^-^w^x/P-^^^x/P ^CW^x/F-^0

(6.9.8.2) I 1 i 1 ^ I
0-^ ^x ^^x——^CW^x/F-^CW^x/F-^0

d'où le lemme.
Enfin, notons

(6.9.10) d : CW^X/F^QX.

la limite inductive des injections F" d : W^+1 (9^ /F -> Qx (13 •11 •4)- Comme F"^ V" = ̂ , on a
donc un morphisme de complexes

(6.9.11) (^x-^CW^x/F)^^x[lL

donné par l'identité en degré — 1 et —d en degré 0.

PROPOSITION 6.10. — On a un carré commutatif

(6.10.1)

CW^x^^/P-^^-^WQx^^/Pt1 ]
1 ^ ^ (6•9•3)

(^CW^x/F)-^-Ox[l]

OM la flèche verticale de gauche est composée des isomorphismes (6.9.4) et (6.9.8.1).
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II résulte aisément des définitions qu'on a un carré commutatif

(W^x/P^BW^Px/P)^ WOx/Ml]
(*)

(^CW^x/F)^ Qxt l ]

où les flèches verticales sont données par (6.9.1) et (6.9.8.1), et u est l'identité en degré -1 et
induit par -d : BW(?x -̂  WQx (^ 6.1.4) en degré 0. D'autre part, la flèche (6.9.1) est
donnée par la projection canonique

Cône(WQx/P-^BWÛx/P)-^WQx/P[lL
et l'on vérifie sans peine que celle-ci fournit un carré commutatif

^oCône(WQx/P-^BWÛx/P) -̂  WQ'x /p [1]

(**)

(W ^x I p - BW ̂ x I P ) ————^ W Qx / P [1]

où la flèche verticale de gauche est la projection évidente, et t^ le foncteur de troncature
associant à un complexe L le complexe ( . . . -> L~1 -> Z° -> 0). La commutativité de (*) et
(**) entraîne celle de (6.10.1).

COROLLAIRE 6.11. — Pour i=2, dans le carré de droite de (6.9.2) :
L

H^CW^x^/P^pH^CW^x)
(6.11.1) | |

HDR(XA) ———.^(X/W)

la flèche horizontale supérieure est un isomorphisme et la flèche verticale de gauche est injective,
à *

d'image H {{(9^ -^ B^Qx) c HDR(X//C), où (9^ est placé en degré 0, etB^Q.^= IjB^Qx-
n

Cela résulte aussitôt de 6.10, compte tenu de (13.11.4) et du fait que H ° (CW (9^} = K/W
est p-di visible.

COROLLAIRE 6.12. - Avec les notations de 6.11 et (6.2.5), la flèche canonique
îî^(X/k) -> pH^X/W) induit un épimorphisme

H^x-B.Qx)^ .H^X/W),.

Comme H1 (W^S^^ esi p-divisible, la suite (6.4.1) montre que l'image de la flèche
verticale de droite de (6.11.1) est pH^X/W)^, donc 6.12 découle de 6.11.

6.13. On a un isomorphisme canonique de D(X, Z) :
L ^ P

(6.13.1) CW^x ® î l p -^(CW^x -^ CW^x)-

4e SÉRIE - TOME 12 — 1979 - N° 4



COMPI FXR DE DE RHAM-WITT ET COHOMOLOGIE CRISTALLINE 647

où le complexe au second membre est concentré en degrés — 1 et 0, d'où, en composant avec
(6.9.4) et (6.9.8.1), un isomorphisme

(6.13.2) (CW^x^CW^x)^(^x^W^x/F).

Soient U un recouvrement ouvert affine de X,

C ( L / , C W ^ x - ^ C W ^ x ) , C(U, 6^x^CW^x/F)

les bicomplexes de Cech correspondants. On a

Hi(CW(P^P^CW(9^=Hi(U, CW^x^CW^Px).

H^x^CW^x/^H^C/^x^CW^x/F)

et risomorphisme

(6.13.3) H*(C7, CW^x^CW^x)^H*((7 , ^x-^CW^x/F),

induit par (6.13.2) peut être décrit de la manière suivante. Notons ô la différentielle de Cech.
Soient y=(y-n, . . . , -^eC^U, CW^x). z=(^-(n- i ) , . . . , z.^eC1-1^, CW^x) tels
queô^=Oet^=ôz.Commep=VF,i lexiste^ 'eC l( î7,^x) t e lqu e ô^ /=oetF^+8^'=ÔSz,
où S Z = ( Z _ ( , , _ D , . . . , z _ i , 0). L'isomorphisme (6.13.3) associe à la classe de

.y+zeH'-1^, CW^x^CW^x)

c e l l e d e ^ ' + t S z m o d F) e H'-^C/, ^x-^CW^x/F) .

En particulier :

PROPOSITION 6.13.4. - L'injection pH^CW^x)^ îî^(X/k) définie par (6.11. l)œmc^
au^c c^/J^ définie par Oda ([56], 5.10).

Pour vérifier que l'on peut calculer (6.13.3) par le procédé indiqué ci-dessus, on observe
d'abord que (6.13.2) est donné par les quasi-isomorphismes verticaux ci-après :

^x—^CW^x/F

(*)

W^x/P - BW^x/P
î î(proj, 0) proj

1 (s, P} 1
M ——> BW^x

(0,T) T

CW^x-^CW^x

où M=(W^x©BW^x)/Im((-p, s): W^x ̂  W^x©BW<Px)- et proj= projection
canonique. Tout élément de H1"1 (U, M -> BW<?x) P6111 ê1-1'6 représenté par un côcycle de la.
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forme x -h y + z, avec ô (x + ̂ ) = 0,

sx+^=8z. x=(xo, . . . ,x, , . . . ) , y=(y-n, . . . , ^ - i , 0 , . . . , 0 . . . . ) ,
x+^eC1^, M), z=(0, z-^-i), . . . , z _ i , ZQ, . . . ,z, , .. .)eC'-1 (U, BW^x).

La projection de x+y+z dans H1"1^, (9^ ^CWO^/F) par (*) est

classe (xo+(z-^_i ) , . . . , Zo))=classe (xo-ôzo+(z_^_i) , . . . , z - i , 0)),

p
tandis que la projection de x+^+z dans H1"1 (U, CW^x-^ CW^x) est la classe de
(y-n, • • • , v-i)+(0, z _ ^ _ i ) , . . . , z_ i ) . La relation £x+p^=ôz entraîne

F T ^ + s ( x o — 5 z o ) = 5 S T z ,

ce qui fournit la compatibilité désirée.

6.14. Supposons désormais k algébriquement clos (cette hypothèse sert surtout à simplifier
certains énoncés, à l'aide de 6.8.4).

Notons
(6.14.1) H^(X/^c=HàR(X/^),

l'image de DM(pPiCx^) (6.4) par l'application d'Oda ([56], 5.10). D'après [56], 4.4, on a

DM(^PiCx/,)=^Hl(CW^)®(pPic(X)(g)fe),

et l'application d'Oda :

(6.14.2) ^(CW^ffi^Pi^X^^H^X/^)

est somme de l'injection pH^CW^x)-^ H^(X//c) définie par (6.11.1), et de la flèche
composée

(6.14.3) ^(^^H^ZiQx^H^X/^),

où la première flèche est définie par ^log : O^/d)^1'->Z^Q.^, pPic(X) étant identifié à
H °(^/^). D'après Cartier (02.1.17), diog identifie (9^1(9^ à (Z^Qx)i-c (où
Z^Qx= C}zn^> et l'indice 1-C désigne la partie fixe par C), donc H°(^/^^)®fc à
H^Z^Q^i-^^n^ooûx^-c®^ autrement dit (6.14.3) est injective, d'image
H°(ZooQx)ss, partie semi-simple de H°(ZooQx) d^s sa décomposition canonique suivant
l'action de C. Il découle de ces remarques que l'application (6.14.2) est injective et que

(6.14.4) H^X/^H^x^B^OH^QxL.

Oda montre aussi que les deux termes de cette somme se regroupent en

(6.14.5) H^X/^H^x^Zoo^).
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En effet, la suite spectrale conjuguée E^H^JÏ^Q^^Hg^X/Â;), où le terme E1^' est
identifié à H^Q^) par l'opération de Cartier, fournit la suite exacte

O^H l(^)^HàR(X/fe)^HO(Q^o-^0,

et Oda montre que H^R (X/fe), est l'image inverse de H° (0^=o n H° (Z ̂  0^). L'inclusion
d à

évidente ((9^ -> Z^ Q^) -^ (^x "̂  Zi Q^) donne un morphisme de suites exactes

O^H^^H^^Z.Q^H^Z.Q^o -^0

• i l i f
0-^H1^)———.H^(X/k)————.H°(Q^o——0

d'où (6.14.5). On peut aussi utiliser la décomposition de Raynaud (02.5.3) :

Z^=B^C(Z^L, (z^L=(z^)i-c®^
grâce à laquelle (6.14.4) entraîne trivialement (6.14.5).
D'autre part, l'homomorphisme d log : ̂  ̂  W Q'x [1] (13 •29)donne un carré commutatif

^Pic(X)®^->pNS(X)®fc

(6.14.6) d\og d\og

H^(X/k) -.H^X/W)

où les flèches horizontales sont les flèches canoniques et la flèche verticale de droite est induite
par (6.8.1).

PROPOSITION 6.15. - Avec la notation (6.7.1), l'application canonique
H^R (X/fc) -> pH2 (X/W) induit un épimorphisme H^R (X/4, -» pH2 (X/W)d.

On a
^(x/w^HWw^epP'HWw).

D'après 6.11,6.12, pH2 (X/W), est l'image de pH1 (CW (9^). D'autre part, dans (6.14.6), la
flèche horizontale supérieure est surjective (car Pic°(X) est p-divisible), et, d'après 6.8, la
flèche verticale de droite est injective, d'image pP1 H2 (X/W), d'où la conclusion.

COROLLAIRE 6.16. - L'application canonique H^(X/fe) -^pH^X/W) induit un
isomorphisme
(6.16.1) H^ (X/fc)/Hàp (X/4, ̂  pH2 (X/W)/pH2 (X/W),

[donc en particulier une injection ïî^(X/k)/ïî^(X/k)d c> pH2(X/W)^ âu^c ^ notation
(6.7.3)].

Rappelons [(4.9.1), (6.9.2)] qu'on a la suite exacte

0 -. H1 (X/W)®fe -> H^(X/fe) ̂  pH2(X/W) -^ 0.
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Compte tenu de 6.15, il suffit donc de prouver que l'image de H1 (X/W)(x)A: est contenue dans
H^ (X/k)^ Or, si/ : X -> A est une application canonique de X dans sa variété d'Albanese.
on sait (3.11.2) que/ indui t un isomorphisme/* : H^A/W) ̂  H^X/W), et que
H^A/W^fe-^H^A/^). D'autre part. d'après Oda ([56]. 5.11). on a
H^R(A/k)=H^R(A/k)d, d'où la conclusion par fonctorialité de H^{— / k ) ^ .

6.17. Le corollaire précédent montre notamment que le quotient exotique de H 2 (X/W^s
contient H°(Zi Q^)/H°(Z^Q^). Mumford et Oda ([56], 5.7), et plus récemment
W. Lang [44], ont construit des exemples de surfaces X/k possédant des 1-formes globales
fermées non indéfiniment fermées, donc pour lesquelles H^X/W^^O.

Il conviendrait de poursuivre l'étude de H^X/W)^ à l'aide des applications
canoniques (n ̂  1) :

(6.17.1) H^X/WJ^HWW)

et d'une généralisation convenable de la flèche d'Oda (6.14.2). Posons

Z.W.Qx-nKer^V^W^x^W^Qx.

Il est très probable que (6.17.1) induit un épimorphisme

H^W^x^ZooW^Ox)^ ^HÎ(X/W),.

Nous espérons pouvoir revenir ultérieurement sur ces questions.
En marge de cette étude, signalons un résultat de dégénérescence partielle, lié à la flèche

d'Oda, obtenu récemment par Raynaud :

PROPOSITION 6.18. - Soit G=pPiCx/^. Supposons que F : G -> G^ et V : G^-^G
vérifient la condition

(*) ImV=KerF .

Alors la flèche canonique H^R (X/k) -> H1 (d^x) est surjective. Si X se relève en un schéma propre
et lisse sur W, alors on a (*) et Im F=Ker V.

D'après Oda ([56], 5.12), la flèche canonique îî^(X/k) -> H^x) s'insère dans un
diagramme commutatif

DM(,PiCx/,) ̂ H^CW^e^Pi^X)®^^ H^(X/k)

4 -1 !
DM(FPiCx/,)————vH^CW^x)——— :———^ H^x)

où les isomorphismes horizontaux de gauche sont ceux d'Oda ([56], 4.4), et
yH^CW^x)-^ H^x) est défini par l'isomorphisme canonique ^"^^^^x (la

vérification de la commutait vite du carré de droite est d'ailleurs immédiate à l'aide de la
description 6.13). La première assertion en résulte, vu que V (resp. F) : G -> G induit F
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(resp. V) : DM (G) -> DM (G). Si X se relève en un schéma propre et lisse Y sur W. alors,
d'après Raynaud [6l], pPiCy/w es! un schéma en groupes fini et plat sur W, relevant G.
D'après Fontaine ([25], th. 1), le fait que G se relève en un groupe fini et plat sur W entraîne
que, dans M = M (G), on a Im F = Ker V, d'où, par dualité de Cartier, Im V = Ker F, ce qui
achève la démonstration.

Remarques. — (a) Au lieu de la référence à Fontaine, on pourrait utiliser les théorèmes de
structure des groupes de type ( p , p , . . . , p) ([62], [7]).

(b) J'ignore si le fait que X se relève en un schéma propre et lisse sur W engendre d'autres
phénomènes de dégénérescence de la suite spectrale de Hodge : peut-il exister sur X des
1-formes globales non fermées? A-t-on îî^(X/k)=îî^(X/k)^

7. EXEMPLES. — Les hypothèses et notations sont celles du n° 3.

7.1. Surfaces abéliennes. — Soit X/k une variété abélienne de dimension g . On a vu
(3.11.2) que le F-cristal H1 (X/W) s'identifie canoniquement au module de Dieudonné du
groupe p-divisible associé à X; il est libre de rang 2 g . De plus. H* (X/W) est sans torsion,
plus précisément la flèche canonique

(7.1.1) A H1 (X/W) -^ H* (X/W)

est un isomorphisme. En effet, X se relève en un schéma abélien formel Y/W, et d'après
Mazur-Messing ([50], addendum), AH^(Y/W) -> Hg^Y/W) est un isomorphisme.

Rappelons que l'on définit le p-rang de X, p—rg(X), comme le rang du module de
Tate Tp(X(x)^), où k est une clôture algébrique de k. D'après (5.8.2) et (5.8.3), on a

(7.1.2) p-rg(X)=rgïîl(X/W)^=rgîïl(X/W)^

(avec les notations 3.4).
Supposons maintenant g = 2. Suivant le p-rang de X, le polygone de Newton de H1 (X/W)

a l'allure suivante :

P - r g ( x ) 2 1 0

Nw^H^X/W))

Pour p—rg(X)=2, le polygone de Newton coïncide avec le polygone de Hodge : X est
ordinaire. Pour p—rç)(X}=0, la surface X est dite supersingulière. On détermine les
polygones de Newton des H1 (X/W) à partir de celui de H1 (X/W) grâce à (7.1.1), par
exemple, pour f = 2 , on trouve, suivant les p-rangs décroissants
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Nw^H^X/W))

Comme PiCx/^ est lisse, le foncteur de Brauer formel <!)2=BT^ est représentable par un
groupe formel lisse, de dimension/i02-!, et de module de Cartier H2 (W^x).
D'après 3.5.6, il est p-divisible de hauteur h = dim H2 (W ̂ x)®K si H2 (W ̂ )®K ̂  0 : vu
la figure ci-dessus, on a donc h=l (resp. 2) pour p-rg(X)=2 (resp. 1). Si p-rg(X)=0,
Brx/fc est unipotent, donc isomorphe à G^, et H^W^x) s'identifie à UML avec F=0,
Vx^x^1, et ax=xap (aek).

Pour la suite spectrale des pentes, il y a donc lieu de distinguer deux cas :
(a) p-rg (X) > 0. Comme H2 (W (P^) est de type fini sur W, il découle de 3.7 et 3.14 que

tous les H j (W Qx) sont de type fini sur W et que la suite spectrale des pentes dégénère en Ei.
De plus, lesH^WQx) sont libres sur W. On le sait pour 1+7= 1 (3.11), ainsi que
pourH^W^x), H°(WQx)(2.17), et H^WOx) (3.15). Pour les autres H ̂ (WQx), cela
résulte du fait que H° (W Ox) [resp. H^WQx)] est facteur direct de H2 (X/W)
[resp. H 3 (X/W)], grâce à la propriété de contact entre polygones de Newton et de Hodge, en
vertu du résultat de Katz [42]. D'après 4.10 (a), on a donc, pour tout n, une décomposition
canonique

H"(X/W)= 9 H^WOx).
i+j=n

(b) p-rg(X)=0. Comme H^W^x^UML il résulte de 3.14 que la seule
différentielle non nulle est d^ : H2 (W (9^) -> H2 (W Qx)' d()nt ^ conoyau est
P^^X^^WW^W4 [car H^WQ^O]. On a donc

H^Wûx^UMIOW4,

et d^ envoie surjectivement ̂  [[x]\ sur ̂  [[y]]. Comme V d = pd V, la restriction de V à ̂  [[y]]
est nulle, en particulier H^WQx) n'est pas de type fini sur WJ[V]] ! On a H°(WQx)=0'
donc H^WQ^P'H^X/W^W6, et le terme E, est donné par le tableau :

W^ WQ 1 Wû2

H 2 . . . .
H 1 . . . .
H 0 . . . .

. . . k

... H1
,[M] ^
(X/W) —
W

k rh/HffîW4

-^w6

0

0 W
0
0

D'après 3.14, on a E^E^HWW)/?1 H^X/W)^00. Supposons maintenant
k algébriquement clos. Comme X est supersingulière, on sait [69] que le rang de NS(X) est
égal à ^2 = 6. D'après 5.21.4, le discriminant de la forme d'intersection sur NS (X) est donc
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de valuation p-adique 2ao. Posons, avec Oda-Oort [57],

a(X)=û=dmifeHom((Xp, X)=dimfeM/(FM+VM), où M=H1(X/W).

D'après [57], les seules valeurs possibles de a sont 1 et 2;< a =2 si et seulement si X est
isomorphe à un produit de courbes elliptiques supersingulières; pour a= 1, X est quotient
d'un tel produit par un sous-groupe îXp vérifiant certaines conditions de position. Ogus [58] a
prouvé que l'on a

CTo+a=3.

(Le cas où a=2 résulte assez facilement de ce que Fil1 H^(X/k)=¥iloïî^(X/k), avec les
notations de 5.19.2; le cas où a = 1 s'y ramène, mais non trivialement). Avec les notations du
tableau ci-dessus, on voit facilement qu'on peut choisir x et y de manière que d^xn=0
pour n«7o,et d^xco+n=ynpom n^0;onaalors F^^Osi n==0et Fyn=yn~l pour n^l .
On vérifie d'autre part, par exemple à l'aide de la dualité entre H1 et H 3, que, sur le morceau
libre W4 de H^WQ^), F est injectif, de conoyau isomorphe à k2. On peut d'ailleurs
montrer qu'on a une suite exacte (fonctorielle en la surface abélienne supersingulière X) :

0 -> H ° ((Px) -^ H 2 (W ûx) -^ H 2 (W Qx) -> H1 (^x) -^ 0.

7.2. Surfaces K 3. — Soit X/k une surface K 3. Nygaard [55] a obtenu récemment, à l'aide
du complexe de De Rham-Witt, une autre démonstration du théorème de Rudakov-
Shafarevitch [64], selon lequel H°(Q^)=0. Ce théorème entraîne que H^(X/k)=0, donc,
par la formule des coefficients universels (4.9.1), que H2 (X/W) est sans torsion, donc
aussi H 3 (X/W). Comme Pic^ = 0, on a H1 (X/W) = 0, donc par dualité, H 3 (X/W) = 0. On
sait enfin que b^=11, donc H2 (X/W) est un W-module libre de rang 22.

Le foncteur de Brauer formel Brx//, est représentable par un groupe formel lisse de
dimension ho2=l, et de module de Cartier H^W^x)' Comme précédemment, deux cas
sont à distinguer pour la suite spectrale des pentes :

(a) H^W^OOK^O. Brx/fe est alors p-divisible, de hauteur /î==dim H^W^x)®!^.
De (3.5.3) et de la dualité de Poincaré il résulte que le polygone de Newton de H2 (X/W) a
pour pentes (l-(l/h), 1, l+(l/fc)) avec les multiplicités (h, 22-2h, h}. Comme H^W^x)
est de type fini sur W, la suite spectrale des pentes dégénère en Ei. En fait, on voit comme
ci-dessus qu'on a une décomposition canonique

H2(X/W)=H2{W(!)^(SîîlÇWQ.^@îîo{WQ.2),

compatible à l'opération de F. Le terme H°(WQx) est non nul (et alors de rang 1) si et
seulement si X est ordinaire. La figure formée par les polygones de Newton et de Hodge
de H2 (X/W) illustre 4.9 (c), avec Ai = (h, /î-l),Â2=M2(resp. M3)si X est ordinaire (resp.
non ordinaire).

(b) H^W^x^K^O. On a alors Br^G^, le polygone de Newton de H2 (X/W) est
purement de pente 1 : X est dite supersingulière. Comme plus haut, la seule différentielle non
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nulle de la suite spectrale des pentes est d^ '. H^W^x^UM] -^ H^WQ^). On a
H^WQ^I^H^X/W^W22, et le terme Ei est donné par le tableau

W^. WO^ WQ 2

H 2 . . . . . . . UM] ^ UM] °. W
H1 • • • • • • • • 0 W22 0
H ° - • • • • • • • W 0 0

On a E^H^X/WVP^^X/W)^^0, avec Oo^l .car H^X/W) -> H2^) est
surjectif; 2<7o est la valuation p-adique du discriminant de la forme cup-produit
sm Plîî2(X/W)(5.21.3). Comme plus haut, H^WQ^est un F-cristal unité,
dont H^X, ^p(l)) est une base de points fixes (lorsqu'on suppose k algébriquement clos); on
ignore en revanche si (pour k alg. clos) NS(X) est de rang 22, i.e. si la flèche canonique
NS(X)(x)Zp -» H^X, î-pW) est un isomorphisme : on le sait cependant, grâce à Artin [l],
quand X est elliptique; dans ce cas, le discriminant de la forme d'intersection sur NS(X)
est —p200, et Artin [1] montre que <7o peut prendre toutes les valeurs telles que 1 ̂  <7o ̂  10.
On détermine le d^ non nul comme en 7.1, en choisissant x, y de manière que d^ x"=0
pour n«jQ, d^xao+n=yn pour n^O; on a alors V^"=0 pour tout n, F^"=0 si n=0 et
Yyn=yn-l pour n^l. Par (5.22.5), on en déduit (pour k alg. clos) H^X, Zp(l))^k. Le
lecteur trouvera dans [60] des compléments très intéressants sur la cohomologie cristalline
des K 3 supersingulières, concernant notamment l'application des périodes d'Artin [1] et la
classification des K 3 supersingulières ayant <7o^2.

7.3. Surfaces d'Enriques. — On suppose k algébriquement clos. On désigne par X/k une
surface d'Enriques.

7 .3 .1 . Rappelons quelques résultats de Bombieri-Mumford ([16], §3 et 4).
(a) Les nombres de Betti de X sont (1, 0, 10, 0, 1).
(b) Le nombre de Picard de X [rang de NS(X)] est égal à b^ = 10.
(c) X est de l'un des trois types suivants :

(i) classique : H l (^) = H 2 (6^) =0,0^ ̂ , (Q^)02 ̂  (\ :
(ii) singulier : H1 (^^k^H2^), F bijectif sur H1^);

(iii) supersingulier : H1 (^) ̂  k ̂  H 2 (^), F nul sur H1 (^).
Les types (ii) et (iii) n'existent que si p==2. Si X est du type (ii) ou (iii), on a O^^x.
(d)

Z/2 si X est classique,

Picx/^= u^ si X est singulière,

a 2 si X est supersingulière.

Nous allons voir que ces informations suffisent à déterminer la cohomologie cristalline et la
cohomologie de De Rham de X, ainsi que la suite spectrale des pentes et la suite spectrale de
Hodge.
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PROPOSITION 7.3.2. — On a :

0 si X est classique,

H^W^^ k ^ec ¥ x = x p , V=0 si X est singulière,
k avec F=V=0 si X est supersingulière.

Si X est classique, Pic^ =0, donc le foncteur de Brauer formel Br^ est représentable par
un groupe formel lisse, dont l'espace tangent est îî2((9^)=Q, donc Brx/fe=0, et H^W^x).
module de Cartier de Br^, est nul. Supposons X singulière (donc p=2). D'après 6.4, on a

(*) H^W^xK-tors^DMO^M^, avec ¥ x = x p et V=0),

donc H^W^v-tors^er V : H^W^x) ̂  H^W^x). Notons que, comme H^W^^O
(car PiCx/fe,red=^)' on a ^a sulte exacte

(7.3.2.1) O ^ H l ( ^ x ) ^ H 2 ( W ^ x ) ^ H 2 ( W ^ ) - - ^ H 2 ( ^ x ) ^ 0 .

Posons H^W^xVH^W^v-tors^1- Considérons l'endomorphisme de la suite exacte
O-^H^W^v-tors^H^W^x^L^O défini par V. Compte tenu de (7.3.2.1), la
suite du serpent correspondante montre que L/VL = 0. Mais, d'après 2.11, H 2 (W ̂ x)est un

W^ [[V]]-module de type fini, donc L est V-adiquement séparé, donc L=F|V n L=0,
i .e .H 2(W^x)=H 2(W^x)v-tors» ce ^m' d'après (*), prouve la proposition dans le cas
singulier. On raisonne de même dans le cas supersingulier.

Noter que la suite du serpent ci-dessus fournit un isomorphisme H ' (C\) -> H2 ((9^), qui
n'est autre que le Bockstein, comme on le vérifie facilement (cf. [16], §3, Lemma 1).

COROLLAIRE 7.3.3. — (a) La suite spectrale des pentes de X dégénère en E^.
(b) La différentielle à : H° (Qx) -> H° (Qx) est nulle (i. e. les 1-formes globales sont fermées).
D'après 3.14, (a) découle de ce que H2 (W (9^) est de type fini sur W. On a déjà vu d'autre

part [5.17(fc)] que (a) implique (fo).

Le résultat 7 .3.3 (b) a été prouvé indépendamment (et élémentairement !) par
W. Lang [44]. Avec les notations de 6.14, il entraîne que H^R (X/^ = H^p (X/fc), et, comme
le montre W. Lang (loc. cit.), on en déduit aisément :

COROLLAIRE 7.3.4. - (a) :

H1 rx/^-J0 si p^2>
^DR^/^—^ , . ^[k si p=2.

(b) Si p^2, H°(Q^)=0. Si p=2, H°(Qx) est donné par le tableau

X Classique Singulière Supersingulière

k 0 k
H°(Qx) . . . . .

H°(^)^H^(X/fe) H^X/fe^H^x) H°(Q^H^(X//c).
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PROPOSITION 7.3.5. - On a H°(X/W) ̂  W ̂  H^X/W), H^X/W)^, et H^X/W),
H^X/W) sont donnés par le tableau

H^X/W) H^X/W)

p^2 . . . . . . . . . W10 0
p=2 . . . . . . . . . W10®^ fe

Les assertions relatives à H°, H1, H4 résultent de ce que X est connexe et Pic$^ red^-
Calculons H2 et H3. Si p^2, NS(X) est sans p-torsion [7.3.1(rf)], donc, d'après 6.8,
P^^X/W) est sans torsion. Comme d'autre part H2 ÇW (9^=0 (7.3.2), on en
conclut (6.7.2) queH^X/W) est sans torsion, donc isomorphe à W10, puisque
^2=10 [7.3.1 (a)]. Par dualité de Poincaré, on en déduit H3 (X/W)=0. Supposons
maintenant p= 2. Si X est classique, îî2(W(P^)=0, donc Plîî2(X/W)=H2(X/'W), et,
d'après 6.8 e t7 .3 .1 ( r f ) , H^X/W)^,^^. Donc HWW^W10^, et, par dualité,
H^X/W)^. Si X est non classique, alors NS(X) est sans torsion [7.3.1(^)],
donc (6.8) Plîî2{X/W\^=Q, donc (6.7.2) H ̂ X/W)^, s'injecte dans H^W^x).
Mais H 2 (W<Px)^^ (7.3.2), et, d'autre part, la suite exacte des coefficients universels
montre, compte tenu de 7.3.4(û), que pH^X/W)^. On en conclut que

HWW^^H^W^x)^ d'où HWW^W10^

et H^X/W)^, comme précédemment, ce qui achève la démonstration.

PROPOSITION 7.3.6. — Le terme Ei de la suite spectrale des pentes est donné par les tableaux
suivants :

(a) p^2:
0 0 W

0 W10 0

W 0 0
(b) p=2 : (i) X classique :

0 k W

0 W10®^ 0
W 0 0

(ii) X singulière :
k 0 W

0 W1 0 k

W 0 0

(iii) X supersingulière :
k k W
0 W10 0

W 0 0
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Les assertions de 7.3.5 relatives à H°(X/W), H^X/W), H4 (X/W) entraînent aussitôt
H^W^x^W^H^WQx) (3.15), et H^W^^H^WQ^O (3.11). D'autre part,
comme p = b^ [7.3.1 (fc)], le polygone de Newton de H2 (X/W)®K est purement de pente 1,
donc (2.17, 3.5) H^WO^O, et par suite, grâce à7.3.3(a) [ou (5.22.2)],
P^^X^^^WQx)- Les valeurs de H1 (WQx) sont donc fournies par la
démonstration de 7.3.5. CommeH^W^x) est donné par 7.3.2, il reste à
calculer H1 (WQx) et H2 (WQx). La suite spectrale des pentes dégénérant en Ei, on a une
suite exacte [cf. (5.22.6)] :

(*) 0 -> H1 (WQx) -^ H^X/W) -^ H^WQx) -> 0-

Pour p^l, on en déduit, grâce à 7.3.5, H^WQ^H^WQ^O. Supposons p=2.
Alors (*) entraîne (grâce à 7.3.5) que l'on a H^WQ^k ou H^WQ^fe, et la valeur
de H1 (W Q2) détermine celle.de H 2 (W Qx). Comme H 2 (W Qx) ̂  W, la suite exacte longue

associée à la suite exacte 0 -^ WQx -^ w^ -^ WQ^/VWQ^ ->0 fournit, compte tenu
de 2.1, 2.2, un isomorphisme

H1 (W Qx)/VH1 (W Qx) ̂  lim H1 (Qx).
<-c—

Notons que le premier membre s'identifie à H^WQ^/pH^WOx) car F est un
automorphisme de H1 (WQx) (2.18) e tV==pF- 1 . Si X est classique, H^Q^O par
dualité de Serre, donc H1 (WQ^)/;?=0 et H1 (WQ^)=0. Si X est non classique, le système
projectif « lim » H^Qx) est dual du système inductif « lim » H^x)» donc de limite

< C ^~F~

isomorphe à k si X est singulière, et nulle si X est supersingulière. On en conclut que
H^WQ^)^ (resp. 0) si X est singulière (resp. supersingulière), ce qui achève la
démonstration.

COROLLAIRE 7.3.7. — Le discriminant de la forme d'intersection sur NS(X) /torsion
est -1.

Soit D ce discriminant. Comme p=b^= 10, D est une unité J-adique pour tout l ^p . La
signature de la forme d'intersection surNS(X)®R étant (1, -1, . . . , -1) d'après le
théorème de l'index, on a d o n c D = = — p û pour un entier a^Q. Supposons p ̂  2. Le
tableau 7.3.6 (a) et (5.22.1) entraînent que H^X, Zp(l)) est libre de rang 10, et que les
flèches canoniques NS(X)®W -> H2 (X, Zp(l))®W -> H2 (X/W) sont des isomorphismes :
par suite D est une unité p-adique, donc D= —1. Supposons p=2. Si X est classique,
7.3.6(b)(i) et (5.22.1) entraînent de la même manière que la flèche canonique
(NS(X)/torsion) (g) W -> H2 (X/W)/torsion est un isomorphisme, donc on a encore D= -1
[puisque la forme cup-produit sur H2 (X/W)/torsion est unimodulaire par dualité de
Poincaré]. Si X est non classique, on voit de même que la flèche canonique

NS(X)®W^P1H2(X/W)

est un isomorphisme, et comme P1 H 2 (X/W) = H2 (X/W)/torsion, D = — 1, ce qui achève la
démonstration.
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PROPOSITION 7.3.8. — Si X est non supersingulière, la suite spectrale de Hodge
Ei /=H• /(Qx)=>HgR(X//c) dégénère en Ei et le terme Ei est donné par les tableaux
suivants :

{a) p ^ 2 :
0 0 k

0 k 1 0 0

k 0 0

(b) p=2 : (i) X classique :

0 k12 0

(ii) X singulière :
k 0 k

k^k10^

k 0 k

SiX est supersingulière, la suite spectrale de Hodge dégénère en E^, et le terme Ei est donné par
le tableau

(iii)

k 0 . k °.k

k^k^-^k

où les différentielles H1 (^x) ̂  H1 (Q^) ̂  H1 (Q^) 5onî non m^s.

Les valeurs de H j (Q^) pour (i,j ) ̂  (1,1) sont déterminées par 7.3.4 et la dualité de Serre.
On sait d'autre part que les caractéristiques d'Euler-Poincaré d'un ^-schéma projectifet lisse,
calculées en cohomologie de De Rham ou en cohomologie /-adique (/^p), sont égales
(SGA5VII4.11), donc x(0^)=25c(^)-12=-10, d'où les valeurs de H^Q^) grâce
à 7.3.4. On a trivialement û??°=0, et, dualement, dî2=0. De plus, d'après 7.3.3(^), on
a û f î ° = 0 , donc, dualement, ̂ ^O. Par ailleurs, les suites exactes des coefficients universels

0 ̂  Hl (X/W)®k -^ Hop (X/fe) ̂  pHi+1 (X/W) -^ 0
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fournissent, en vertu de 7.3.5, les valeurs suivantes pour H]^ et Hf^ :

îî^(X/k) îi^(X/k)

p^l . . . . . . . . . k10 0
p=2 . . . . . . . . . k12 k

Compte tenu des valeurs des H j (fi.^), on en conclut que la suite spectrale de Hodge dégénère
en EI si X est classique ou singulière. Il reste à prouver que, si X est supersingulière, les
diffétentielles d^ et ûf} 1 sont non nulles. Il revient au même de montrer que la flèche
canonique H°(0^) -> îî^{X/k) est injective, ou, par dualité, que la flèche canonique
HDR (X/k) -> H2 (^x) Gst surjective. Or cette dernière s'insère dans un carré commutatif de
flèches canoniques

H^X/Wl-^H^XA)

!(2) •
H^W^)——H2^)

où (2) est trivialement surjective, et (1) l'est par 7.3.3 (a) : elle est donc surjective, ce qui
achève la démonstration.

Questions 7.3.9. - (a) II serait intéressant de poursuivre l'étude précédente par celle de la
cohomologie (de De Rham, resp. cristalline) du modèle minimal du revêtement double
canonique de X défini par Bombieri-M umford [16]. Dans certains cas, ce modèle est une K3.
Quels sont ses invariants (h, p, etc.) ?

(b) Si X est supersingulière, le fait que Pic^^=Qi2 entraîne, d'après le résultat de
Raynaud [6l], que X ne peut se relever (en une surface propre et lisse) sur W. Est-il vrai
que X ne peut déjà se relever sur W/4? Plus précisément, l'obstruction à relever X (sans
polarisation) sur W/4 est un élément de H^Tx^H^Q^H^Q^^. Est-il non nul?
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